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Teil I: Grundbegriffe des statistischen Testens

Mit statistischen Tests sollen Hypothesen Uber
Parameter von Grundgesamtheiten
anhand von Daten (Stichprobenergebnissen) Uberpruft werden.

Daten
sind Beobachtungswerte x;, Xo, ...Xn, die bei n Beobachtungseinheiten (z.B. Patienten)
festgestellt wurden (Stichprobe vom Umfang n).

Grundgesamtheit und Stichprobe:

Die n Beobachtungswerte x; gelten als zuféallig und unabhangig aus der Gesamtheit
aller moglichen Wiederholungen der Beobachtung (Grundgesamtheit) ausgewahilt; sie
sind unabhéngige Realisationen einer ZufallsgrofRe X  (bzw. Realisationen von n
unabhangigen und identisch verteilten Zufallsgé3en X). Die Grundgesamtheit ist durch
ihre Verteilungsfunktion F(x;®) mit unbekanntem Parameter © gekennzeichnet; d.h
durch die Wahrscheinlichkeit fiir Realisationen von X, die kleiner oder gleich x sind:

F(x;@)=Pr(X=<x;0)
Pr(...) bedeutet "Wahrscheinlichkeit fur...".

Parameter von Grundgesamtheiten kdnnen sein:
Wahrscheinlichkeiten 1q, T,...

Mittelwerte p, Ho,...

Verteilungsfunktionen F1(x), F2(X),...

Hypothesen:

einfache Hypothesen: Nullhypothese Ho: =0
Alternativhypothese H;: ©=0,

zusammengesetzte Hypothesen:
einseitig: Ho: ©<O, (0=0) Hi:  ©>0, (0<0y)
zweiseitig: Ho: ©=0qg Hi: 0©z0g

Man beachte, dal bei der zweiseitigen Hypothese zwei Alternativen bestehen, namlich:
Hi1: ©>05 und Hy,: ©<O,.

Teststatistik T(x) (z.B. X2, t, U)

Zum Testen wird eine Teststatistik T(x) aus den beobachteten Daten x (xy,...X,) gebildet.
Diese Statistik mif3t den Unterschied zwischen den Daten und der Nullhypothese. Der
aus den beobachteten Daten x berechnete Wert von T(x) wird mit t, bezeichnet. Bei
zukunftigen Wiederholungen der Stichprobe werden andere Daten x und damit auch
andere Werte t der Teststatistik T(x) vorkommen. In der Grundgesamtheit aller
maglichen Wiederholungen variiert der Wert von T(x) zuféllig. In dieser Gesamtheit
(Stichprobengesamtheit) ist T(x) eine Zufallsgrof3e T, deren Verteilung F(t) von der
Verteilung F(x;0) der Beobachtungen (und damit vom Parameter ©) und dem
Stichprobenumfang n abhangt.
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Signifikanzwahrscheinlichkeit P:
Die Signifikanzwahrscheinlichkeit P ist die Wahrscheinlichkeit, bei zuktinftigen
Stichproben den gemessenen Unterschied t, oder einen grof3eren Unterschied zu
erhalten, wenn die Nullhypothese Hj gilt.

P = Pr(T>to|Ho) = 1-F(to;O0)
Je groRRer der Unterschied zu Hy, desto kleiner ist P.

Powerfunktion P¢(®) zu gegebenem to:
Die Powerfunktion P(®) zu gegebenem t, ist die Wahrscheinlichkeit, bei zuklnftigen
Stichproben einen Wert t>t, zu erhalten, wenn der Parameterwert O ist.

Pio(®) = Pr(T>t|0) = 1-F(to;©)

Der Wert Qy, fur den gilt: Pi(®4)=0, ist untere Grenze des oberen Konfidenzbereichs fir
O, der Wert ©1.4 mit Py(@1.4)=1-0 obere Grenze des unteren Konfidenzbereichs zur
Konfidenzwahrscheinlichkeit 1-a. Mit Wahrscheinlichkeit 1-2a kann behauptet werden,
daf3 der Bereich (04,014 ) den ‘wahren' Parameterwert © enthélt. In Bayesianischer
Interpretation ist Py(®) die a posteriori Verteilung fur © bei gegebenem to und
nichtinformativer a priori Verteilung (Fiduzial-Konzept von R.A. Fisher).

Test als Entscheidung:

Es wird eine Schwelle a (meist 0.05) vorgegeben und Hy abgelehnt (H; angenommen),
wenn P<a (0.05). Die Schwelle a (0.05) ist die Wahrscheinlichkeit, Hy irrttimlich
abzulehnen (Fehler 1. Art); d.h., wenn die Nullhypothese Hy gilt, dann wird sie
hdchstens mit der Irrtumswahrscheinlichkeit (1. Art) a abgelehnt. Bezeichnet t, den
(kleinsten) t-Wert, fur den gilt: Pr(T>ty |Ho)<a (1-a-Quantil der Verteilung von T unter Hp),
dann wird Hy abgelehnt, wenn t>t, ist. Wenn Hy abgelehnt wird, nennt man den
Unterschied zwischen Daten und Nullhypothese signifikant.

Annahme der Nullhypothese (P>a bzw. t<t,) bedeutet nicht, dal? Ho mit grol3er
Zuverlassigkeit gilt. Der Fehler, Hy anzunehmen (H; abzulehnen), obwohl H; gilt (62£0y),
heil3t Fehler 2. Art. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir bezeichnet man mit (3. Sie hangt (bei
gegebenem a) vom Wert des Parameters © und dem Stichprobenumfang n ab.

Die Wahrscheinlichkeit Py(©), bei gegebenem a Hy abzulehnen und H; anzunehmen, ist
die Powerfunktion (Teststarke) zu gegebenem a. Es gilt:
Pu(®) = Pr(T>t,|@) = 1-F(t;;©) = 1-R

Tabelle der moglichen Testentscheidungen

Es qilt Entscheidung fur:
Ho Hi
Ho richtig Fehler 1. Art
Hi Fehler 2. Art richtig
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Festlegung des Stichprobenumfangs n

. Es wird a (meist 0.05) vorgegeben
. Es wird ein von ©y abweichender Werte ©, (Referenzwert) vorgegeben
. Es wird [3; bzw. die Power P4(©;)=1-3; (meist [3;=0.2, Power=0.8) vorgegeben

Der Stichprobenumfang n (bzw. N bei mehreren Stichproben) soll so grof3 sein, daf3 bei
Gultigkeit des Referenzwertes ©; und bei dem vorgegebenem a die Power Py(©;)
mindestens den vorgegebenen Wert 1-3; (z.B. 0.8) erreicht.

Test und Konfidenzintervall

Ein Konfidenzintervall fir © zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1- a ist ein aus den
Stichprobenwerten x; berechnetes Intervall (©, ©,) im Raum von ©, das den 'wahren’
Parmeter © mit Wahrscheinlichkeit 1-a Uberdeckt.

Ein einseitiger Konfidenzbereich reicht von einem Wert ©y bis zur oberen (oder unteren)
Grenze des Parameterraums und enthalt mit Wahrscheinlichkeit 1-a den ‘wahren'
Parameter ©.

Z.B. ist fur den Mittelwert i von n normal verteilten Grol3en x; mit bekannter
o
Jn

i, der obere von X - 1,64i bis .

Jn Jn

Zum Test der Nullhypothese ©=0, gegen die zweiseitige Alternative @0, wird ein (1-0)-
Konfidenzintervall fir © gebildet. Hy wird abgelehnt, wenn dieses Intervall den Wert O,
nicht enthalt.

Standardabweichung o ein 95%-Konfidenzintervall: X £196— . Der untere einseitige

95%-Konfidenzbereich geht von - bis X +164

Zum Test der Nullhypothese ©<0, gegen die einseitige Alternative ©>0, wird der untere
einseitige (1-a)-Konfidenzbereich fiir © gebildet. Ho wird abgelehnt, wenn ©y aulRerhalb
des Bereichs liegt. Entsprechend wird Hy: ©=20, abgelehnt und H;: ©<©, angenommen,
wenn ©g aul3erhalb des oberen einseitigen (1-a)-Konfidenzbereichs fur © liegt.
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Teil II: Aquivalenztests
1. Bioaquivalenzprifung

1.1 Problemstellung

Die Bioverfugbarkeit eines Arzneimittels (bei bestimmter Galenik und Applikationsform)
wird durch die AUC (area under the curve) des Konzentrationsverlaufs im Blut nach
Applikation des Mittels angegeben. Zwei verschiedene Zubereitungen eines Mittels
gelten als 'bioaquivalent’, wenn das Verhaltnis der beiden AUC im Bereich 0.8 bis 1.25
erwartet werden kann.

Zur Prufung der Biodquivalenz zweier Zubereitungen werden oft in einem crossover-
Versuch beide Zubereitungen in randomisierter Reihenfolge an n Probanden appliziert
und bei jedem Probanden i die empirischen AUC-Werte auc;; und aucy bestimmt. Dies
sind unabhéngige Realisationen der Zufallsgrof3en AUC; und AUC,, die als
logarithmisch normalverteilt angenommen werden; d.h. die ZufallsgréRen X;=log(AUC,)
und Xz=log(AUC,) sind normalverteilt mit den Mittelwerten p; und .. Die Delogarithmen
von p; und W (d.h. 10" und 10** bei dekadischen Logarithmen) sind die Mediane M;
und M, von AUC; und AUC,. Bioaquivalenz liegt vor wenn gilt:

0.8< %< 125 oder 10g(0,8)< 4 — U, <log(125)
2
Diese Hypothese ist zu prufen, wobei sie hochstens mit Irtumswahrscheinlichkeit a
angenommen werden soll, wenn keine Bioaquivalenz vorliegt.

Dies bedeutet, dal3 zwei einseitige Tests zum Niveau a durchzufihren sind:
Test von Hoz: a-M2 < 10g(0,8) =-0,1 gegen Hia: Y-z > -0,1

und  Testvon Hpy: i-H2 = l0g(1,25)= 0,1 gegen Hio: pi-p2 < 0,1

Kodnnen beide Nullhypothesen zum Niveau a abgelehnt werden, dann wird die

Hypothese der Biodquivalenz angenommen.

1.2 Testverfahren
Die beiden Nullhypothesen kénnen jeweils mit einem einseitigen oberen bzw. unteren (1-
a)-Konfidenzbereich fur die Differenz p;-|1, getestet werden. Hierzu bildet man fir jeden
Probanden i die Differenz:
di = X3 - X2 = log(aucy;) - log(auc,i)

und daraus den Mittelwert d und die Standardabweichung sg.

Der obere einseitige (1-a)-Konfidenzbereich ist (d -t;.q n.15d/ Jn, 00).

Der untere einseitige (1-a)-Konfidenzbereich ist (- , d +t1-an-1Sd/ \/F).
Es bedeutet t;.q n.1 die (1-a)-Quantile der zentralen t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden.

Bioaquivalenz wird angenommen, wenn der obere einseitige Konfidenzbereich den Wert
log(0,8) =-0,1 nicht enthalt und der untere einseitige Konfidenzbereich den Wert
log(1,25) = 0,1 nicht enthalt. Das bedeutet, daf3 Biodquivalenz angenommen wird, wenn
das (1-2a)-Konfidenzintervall fir py - po:
— + i
d+ tl—a,n—l \/ﬁ
ganz im Aquivalenzbereich (-0,1; +0,1) liegt.
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1.3 Beispiel

In einem crossover-Versuch wurden an 12 Probanden in zwei durch eine wash-out-
Phase getrennte Perioden die Zubereitungen A und B eines Arzneimittels appliziert
und jeweils die AUC-Werte bestimmt. Die Zuteilung der Sequenz (A-B oder B-A)
erfolgte randomisiert. In der Tabelle sind fir jeden Probanden die Sequenz, der in
der ersten und zweiten Periode ermittelte AUC-Wert sowie die Logarithmen der
AUC-Werte angegeben. Die Zubereitung ist aus der Sequenz und Periode eindeutig
ersichtlich. Das Beispiel ist dem Methodenhandbuch II, Abschnitt 6.13.5 entnommen

[1].

Proband | Sequenz AUC AUC log(AUC) log(AUC)
Periode 1 Periode 2 Periode 1 Periode 2

1 A-B 3,881 4,894 0,58894 0,68966
2 A-B 4,835 6,504 0,68440 0,81318
3 B-A 3,648 3,671 0,56205 0,56478
4 A-B 6,914 7,372 0,83973 0,86759
5 B-A 8,531 7,693 0,93100 0,88610
6 B-A 4,318 4,481 0,63528 0,65137
7 A-B 5,236 4,105 0,71900 0,61331
8 B-A 6,974 5,591 0,84348 0,74749
9 A-B 3,058 2,368 0,48544 0,37438
10 A-B 5,722 6,229 0,75755 0,79442
11 B-A 5,862 5,311 0,76805 0,72518
12 B-A 3,082 3,165 0,48883 0,50037

1.4 Auswertung des Beispiels
Ohne Berilcksichtigung der Sequenz sind die mittleren log(AUC):
Zubereitung A: X4=0,67920; Zubereitung B: xg= 0,69844
Fur die Differenzen d; = xa-xig (Wwobei xija der log(auca;) bei Patient i und Zubereitung
A und x;g der bei Zubereitung B ist) gilt:
d =-001924; s, =0747% s; =0,02157
Fir 11 Freiheitsgrade ist die 95%-Perzentile der zentralen t-Verteilung 1,79588.
Daraus ergibt sich das 90%-Konfidenzintervall fur pa-ps:
90%-KI : -0,0580 bis 0,0195
Da dieses Konfidenzintervall voll im Aquivalenzintervall (-0,1; 0,1) liegt, wird fir die
beiden Zubereitungen Biodquivalenz angenommen.

Bericksichtigt man die Sequenzen, dann sind fur jede Sequenz die Mittelwerte und
Standardabweichungen der Differenzen zwischen A und B getrennt zu bilden:

Sequenz A-B: d,_g =-0,01292 sgap) =0,10136
Sequenz B-A: dg_, =-0,02556 Sqp-a) = 0,04370

Ein Schéatzwert fir pa-pg ist: d = (dy_g + dg_4)/ 2. Unter der Annahme gleicher

Varianzen kdnnen sga-g) und Sqe-a) ZU Sq gepoolt und daraus der Standardfehler far
d berechnet werden:
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_ \/ (M-8 = DSGa-5) + (Ms-a = DSG(B-4) . 21 1 1
Sd = . S5 =-S5y +
Na-g + Ng-p ~ 2 2 "\ Nap Ng-p
Man erhalt folgende_s Ergebnis:
d =-0,01924 sq¢ =0,07804 s; = 0,02253

Die 95%-Perzentile der zentralen t-Verteilung mit 10 Freiheitsgraden ist 1,81246.
Das 90%-Konfidenzintervall fir pa-pg ist damit:

90%-KI: -0,0601 bis 0,0216
Das Konfidenzintervall liegt voll im Intervall (-0,1 ; +0,1). Die Bio&quivalenz ist somit
anzunehmen.

1.5 Auswertung eines 2x2 crossover-Versuchs

Bei einem 2x2 crossover-Versuch werden den Beobachtungseinheiten (z.B.
Probanden) zwei Behandlungen A und B an zwei (durch eine wash-out-Phase
getrennten) Perioden gegeben. Die Sequenz A-B bzw. B-A wird randomisiert
zugeteilt. Fur jede Beobachtungseinheit k liegen zwei Messungen Xjx und X vor, die
als Realisationen eines bivariaten Zufallsvektors (X1X;) angesehen werden. Die
Verteilung dieses Vektors héngt von der Sequenz ab. Die Erwartungswerte fur die
Sequenz 1 (A-B) werden mit (H11 H12) und die fur die Sequenz 2 (B-A) mit (M21 H22)
bezeichnet. Mit diesen Erwartungswerten werden folgende Effekte definiert:

Gesamtmittel: K = Ya (M1a+Hi2+H21HH22)
Behandlungseffekt: O = Y (M11-M12-H21+H22)
Periodeneffekt: B = Y4 (M11-H12tH21-H22)
Wechselwirkung: Y = Ya (M11+Hi2-H21-H22)

Damit konnen die MelRRwerte Xk der Einheit k in der Periode j und fur die Sequenz i
(1,j=1,2) dargestellt werden als:

X11k = HHO+B+y+erik X12k = H-Q-B+y+e12k

X21k = H-O+[B-y+e21x Xook = HHO-B-y+eqox
Die Grof3en ej sind Realisationen von unabhangigen ZufallsgroBen mit dem
Erwartungswert 0. Man nimmt meist an, daf? sie gleiche Varianz o’ (Residualvarianz)
haben. Die Effekte werden dadurch geschatzt, dal3 die Erwartungswerte L;; durch die
Mittelwerte x;, ersetzt (i,j=1,2) und mit einem erwartungstreuen Schéatzwert s der
Residualvarianz die Standardfehler berechnet werden.

Schatzwerte fir die Effekte und ihre Standardfehler kbnnen aus den Differenzen
dik=(Xi1k-Xi2k) und Summen sy=(Xik*+Xi2k) ZWischen den Perioden fir die jeweiligen
Sequenzen i berechnet werden. Es ist:
Behandlungseffekt a = ¥ (d, — d,)
Periodeneffekt b = ¥ (d, + d»)
Wechselwirkung c =% (5, - S,)
Aus den Uber beide Sequenzen gepoolten Varianzen s°y bzw. s der Differenzen
bzw. Summen kénnen die Standardfehler dieser Schatzwerte berechnet und
signifikante Abweichungen von 0 getestet werden (t-Test).
Fur das Beispiel ist: a=-0,0096 s;=0,0113
b= 0,0063 s,=0,0113
c =-0,0064 s.=0,0435
Keiner der Effekte ist signifikant von O verschieden.
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1.6 Anmerkungen zum Aquivalenztest
Das hier gebrachte Konfidenzintervall-Verfahren (auch Intervall-Inklusionstest
genannt) kann allgemein zum Testen der Aquivalenz eines Parameters © angewandt
werden. Dieser Parameter kann die Differenz zwischen zwei Erwartungswerten, den
Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeiten oder einen Unterschied in Verteilungen
ausdriicken. Fur den Parameter ist ein Aquivalenzbereich (©; ©,) vorzugeben und
ein (1-2a)-Konfidenzintervall aus den Daten zu berechnen. Aquivalenz wird
angenommen, wenn dieses Intervall ganz im Aquivalenzbereich liegt, sonst
abgelehnt. Dieser zweiseitige Aquivalenztest entspricht zwei einseitigen Tests:

Hio: ©<O; gegen Hip: ©>0; und Hy: ©20, gegen Hyp: ©<0O,

Ist die Verteilung F(x;®) der ZufallsgréRe X linear im Parameter © (d.h. die
Verteilung der ZufallsgroRe Z=X-d ist F(z;©®-9)), dann kann man die beiden
einseitigen Tests in Signifikanztests fur die tbliche Nullhypothese (©'<0 bzw. ©'=0)
durch Subtraktion von ©; bzw. ©, von den MelRwerten umwandeln. Es wird mit
Z,i=xi-O, fur den Parameter ©'=0-0; die Hypothese ©'<0 gegen die Alternative ©'>0
und mit z,=x;-O, flr den Parameter ©"=0-0, die Hypothese ©">0 gegen die
Alternative ©"<0 getestet.

Im Beispiel der Bioaquivalenz mit den beiden Aquivalenzgrenzen &, (-0,1) und &,
(0,1) sind die GroRRen z3;=d;i-d; und z,=d;-®, zu bilden. Mit z;; ist die Hypothese p,1<0
gegen die Alternative p;2>0 mit dem einseitigen t-Test zu testen, mit z,; die
Hypothese |1;2=0 gegen die Alternative u,<0. Die Teststatistiken sind:

t= =% /n  und t, = %24

Sd Sd

Die Nullhypothesen sind abzulehnen, wenn die entsprechenden Statistiken gré3er
als die (1-a)-Quantile der t-Verteilung zu n-1 Freiheitsgraden (t;-qn-1) ist. ES wird
genau dann auf Aquivalenz entschieden, wenn beim Intervall-Inklusionstest das
(1-2a)-Konfidenzintervall ganz im Aquivalenzbereich liegt.

Im Beispiel ist t;=3,745 und t,=5,529 und ty 95 1;=1,796. Beide Nullhypothesen sind
demnach abzulehnen. Die P-Werte sind 0,0016 fiir den ersten Test und 0,00009 fir
den zweiten Test.

Die Hypothesen: Hoi: ti-H2<8: und Hoo: pi-po28, direkt mit d und sq zu testen,
scheitert daran, dafd unter Ho1 bzw. Ho, die Testgrol3e t:H/(sd/\/F) eine nichtzentrale

t-Verteilung mit dem Nichtzentralitatsparameter 314/nlo bzw. 8+/n/c hat und o nicht
bekannt ist. Formuliert man aber die Aquivalenz fir den studentisierten Parameter
O©=(u1-H2)/o und gibt fir diesen Parameter die Aquivalenzgrenzen c; und c; vor, dann

kénnen die beiden Hypothesen Hoi: ©<c; und ©=c, mit der Teststatistik t=d /(Sa/v/n)
direkt getestet werden. Unter Ho; bzw. Hp, hat t eine nichtzentrale t-Verteilung mit

dem Nichtzentralitatsparameter c,/n bzw. co+/n.
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1.7 Abschatzen des Stichprobenumfangs

Da es sich beim zweiseitigen Aquivalenztest um zwei einseitige Signifikanztests
handelt, wird der Stichprobenumfang n wie bei Signifikanztests abgeschatzt (vgl. [2]).
Dies soll am Beispiel der Biodquivalenz demonstriert werden.

Mit den beobachteten Differenzen di=log(auca;)-log(aucg;) sollen fur den Parameter
0=Ma-Hs Hio: 050, gegen Hii: 80, und Hao: 820, gegen Hyp: 8<d, getestet werden. Hig
wird abgelehnt, wenn tlz(a-él)\/ﬁlsd >t1.q,n-1 ISt. Die Wahrscheinlichkeit, Hio
abzulehnen (und somit eine einseitige untere Aquivalenz zu behaupten), wenn Hig
gilt, ist hochstens gleich a. Wenn & grof3er als 9, ist, dann wird die
Wahrscheinlichkeit, H;o abzulehnen (die Power P(d)), mit zunehmendem &
zunehmen, wobei die Gréf3e der Zunahme von n abhangt. Zur Festlegung von n wird
ein Referenzwert & vorgegeben und gefordert, daf? die Power P(d.) einen Wert 1-3
(meist 0,8) haben soll. Wenn die Power P(d) in Abhéngigkeit von n bekannt ist, kann
damit das erforderliche n berechnet werden.

Die Teststatistik t hat eine nichtzentrale t-Verteilung, die von den Freiheitsgraden

und dem Nichtzentralitatsparameter nc:(t')/o)\/ﬁ abhangt. Um die Power P(drf) zu

berechnen, muld o bekannt sein. Man muf3 also nicht & sondern Crei=(&re/0)
vorgeben. Damit kann aber das erforderliche n noch nicht unmittelbar berechnet
werden, da die Verteilung noch von den Freiheitsgraden und damit von n abhangt.
Die Berechnung ist iterativ durchzufihren, indem zunéachst ein no vorgegeben und
das entsprechende P(c.f) berechnet wird. n wird dann schrittweise verandert, bis
P(crer) den geforderten Wert 1- annimmt (vergl. [2]).

Wenn auch fur den Test o als bekannt angenommen wird und als Teststatistik
21:(5-61)5/0 genommen wird, kann n explizit angegeben werden. Die Statistik z;
ist normal verteilt mit dem Erwartungswert (3-3,) v/n /o und der Varianz 1. Hyo wird
abgelehnt, wenn z;>z;_4 ist, wobei z;.4 die (1-a)-Quantile der Standard-
Normalverteilung ist. Die Power ist: P(c) = 1-¢(zl-g-(6-61)\/5/0) = CD((c-cl)\/ﬁ-zl-a)
wobei c=0/c und c,=0,/0 gesetzt wurden und ®(.) die Standard-Normalverteilung ist.
Daraus folgt fir n bei gegebenen a, (3, c und ci:
et 2)°

(c- 01)2
Fur a=0,05 und (3=0,2 ist (zl_O(+zl.[3)2 gleich 6,178. Damit erhalt man fir (c-c1)
zwischen 0,1 und 0,9 folgende Werte:

c-C;_n c-Ci_n c-C;_n
0,1 618 04 39 0,7 13
0,2 155 05 25 0,8 10
0,3 69 0,6 18 0,9 8

Fir den t-Test sind diese Werte etwas zu klein. Vor allem bei kleinen n sollte der
Tabellenwert um 3-4 erhoht werden.

Analoge Betrachtungen gelten auch fur Hyo. Die Referenzwerte sollten fur beide
Hypothesen symmetrisch um die Mitte des Aquivalenzbereichs genommen werden;
d.h. fur Hi1: Cret = Y2 (C1+C2) -g(C2-C1) und fUr Ha;: Cre=%2(C1+C2)+g(C2-C1) mit g=0,1
oder 0,2 (vgl. [2]).

2. Aquivalenz der Mittelwerte zweier unabhangiger Stichproben
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Es sind zwei unabhangige Stichproben {x;} und {y;} gegeben und es soll getestet
werden, ob die Differenz der Erwartungswerte i und py, im Aquivalenzbereich (3; &)
liegt; d.h. ob Ho; und Hop, gelten oder Hi1 Hiz:

Hox: (Hx-Hy) < & Ha1: (Hi-Hy) > 01
Hoz: (Hx-Hy) = & Haa: (Ux-Hy) < &

Es werden die Mittelwerte und Standardabweichungen berechnet:
Stichprobe 1: X sy ny Stichprobe 2: y sy ny

Unter der Annahme, dal? die Varianzen in beiden Stichproben gleich sind, kann ein
gemeinsamer Schatzwert s berechnet werden:

(- 1)3)2( +(n, —1)5J2,
- ne+n,—2
Damit wird das (1-2a)-Konfidenzintervall fir d=(py-Hy) berechnet:

_ 1 1
(L= a) = KI= (X=Y) £ tigp a2 |+
ne n,

Liegt dieses Intervall im Bereich (d; &,), dann wird Aquivalenz angenommen, sonst
abgelehnt.

Beispiel:

Es soll die Aquivalenz der Erwartungswerte zweier Stichproben fiir einen
Aquivalenzbereich von & =-1 bis 3=+1 getestet werden. Es liegen fiir die beiden
Stichproben folgende Werte vor:

Stichprobe 1: Xx =20,0 sx=1,2 ny = 30
Stichprobe 2: Yy =205 sy=15 ny =35
Daraus errechnet sich:
s=1,37 s;=0,34 90%-KI: -1,069 bis +0,069

Die Aquivalenz kann nicht behauptet werden.
3. Aquivalenz zweier Verteilungen (shift-Modell)

3.1 Zwei Rangsummen-Tests (Mann-Whitney-Wilcoxon-Tests)

Es wird angenommen, dalf3 sich die Verteilungen zweier Stichproben {x;} und {y;}
hochstens in der Lage, aber nicht in der Form unterscheiden; d.h. dafl gilt:
F(X)=G(x-©), wobei F(.) die Verteilung von {xi} und G(.) die von {y;} ist. Zu testen ist,
ob der shift © im Aquivalenzbereich (3, &,) liegt. Fur >0 sind eher gréRere x-Werte
als y-Werte zu erwarten (d.h. P(X>Y)>%2) und flr ©<0 seltener gro3ere x-Werte als
y-Werte (P(X>Y)<%%).

Die Aquivalenz wird mit zwei einseitigen Rangsummen-Tests (Mann-Whitney-
Wilcoxon) Uberprift:

Im ersten Test wird zu den xi-Werten &, addiert und es werden die Range der beiden
Stichproben {z=x;+d;) und {y;} gebildet. Mit der Rangsumme R, wird Hp1: ©<d; gegen
Hi1: ©>9, getestet; d.h. Hps wird abgelehnt, wenn die Wahrscheinlichkeit, fur die
beobachtete oder eine grof3ere Rangsumme der z-Werte hdochstens a ist.
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Analog werden die Range von {zi=x;+d,} und {y;} gebildet und Hq,: ©=&, gegen H:
©<;, getestet. Hyp, wird abgelehnt, wenn die Wahrscheinlichkeit flr die beobachtete
oder eine kleinere Rangsumme der z-Werte héchstens a ist.

Beispiel:
Folgende zwei Stichproben vom Umfang n=8 liegen vor:

Stichprobe x;: 2,00 1,98 2,07 2,00 1,86 1,92 1,89 2,14
Stichprobe vy;: 2,15 1,97 1,90 2,11 1,97 1,97 2,11 1,88

Unter Annahme des linearen shift-Modells soll geprift werden, ob die beiden
Verteilungen hochstens um den Betrag &,=0,1 verschoben sind.

Die Rangsumme Ry von {x;-&:} in den Stichproben {xi-d:} und {y} ist 48 und die
Wahrscheinlichkeit unter Ho fir R,<48 ist 0,038. Die Hypothese, dal? die Verteilung
der um 0,1 reduzierten x-Werte gleich der Verteilung der y-Werte ist, wird daher bei
0=0.05 abgelehnt.

Die Rangsumme R; von {x;+&,} in den Stichproben {xj+&:} und {y;} ist 79 und die
Wahrscheinlichkeit unter Hy fir R;=79 ist 0,139. Die Hypothese, dal? die Verteilung
der um 0,1 erhéhten x-Werte gleich der Verteilung der y-Werte ist, kann bei a=0.05
nicht abgelehnt werden. Die Aquivalenz kann somit bei 8;=-0,1 und 8,=+0,1 nicht
behauptet werden.

3.2 Hodges-Lehmann Konfidenzintervall fur den shift

Eine andere Moglichkeit, die Aquivalenz zweier Verteilungen unter Annahme des
linearen shift-Modells zu testen, besteht darin, ein (1-2a)-Konfidenzintervall fir den
shift © zu bilden und zu uberpriifen, ob dieses Intervall ganz im Aquivalenzbereich
(&1 &) liegt.

Ein Konfidenzintervall kann nach der Methode von Hodges-Lehmann [3] berechnet
werden. Dabei werden alle N=nny Differenzen dj=x;-y; gebildet und der GréRe nach
geordnet. Dies ergibt die Folge: djy, dp, ... dpny. Es werden die a-Quantile ug und
(1-a)-Quantile uy.4 der U-Verteilung (Mann-Whitney-Verteilung; d.i. die Verteilung der
Inversionen x<y bei ©=0) ermittelt. Fur nicht zu kleine n, und ny kann die
Normalapproximation benutzt werden. Dann ist: Ug = Wy - Z1-q0y  Ui-q = Ky + Z1-0y
mit: py= % nyny (bzw. W= ¥ (Nxny+1)) und o, °=(nxny(nx+ny+1))/12.

Die Grenzen des (1-2a)-Konfidenzintervalls fir © ergeben sich dann aus der Folge
dj zu:  (untere Grenze: dy,q  Obere Grenze: dp 1-q))

wobei dy, o die Differenz d mit der groR3ten Rangzahl < uq und dpy 1.1 die mit der
kleinsten Rangzahl >u;.q ist.

Im Beispiel mit n,=ny=8 ist yu,=32, 0,=9,52. Fur 0=0.05 ist z;.,=1,64. Daraus folgt
angenahert: u,=16,38 und u;.q=47,62. Die untere Konfidenzgrenze ist somit die
Differenz mit der Rangzahl 16, die obere die mit der Rangzahl 48. Aus der unten
angegebenen geordneten Folge der Differenzen ist ersichtlich, dal? die untere
Konfidenzgrenze -0,11 und die obere Konfidenzgrenze 0,08 ist. Da dieses
90%-Konfidenzintervall nicht vollstandig im Bereich (-0,1; +0,1) liegt, kann die
Aquivalenz nicht behauptet werden.

Geordnete Folge der Differenzen:
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-0,29 -0,26 -0,25 -0,25 -0,23 -0,22 -0,22 -0,19

-0,19 -0,17 -0,15 -0,15 -0,13 -0,13 -0,11 -0,11
-0,11 -0,11 -0,11 -0,11 -0,11 -0,08 -0,08 -0,08
-0,08 -0,05 -0,05 -0,05 -0,04 -0,04 -0,04 -0,02
-0,01 -0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02 0,03
0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,08
0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,12 0,12
0,14 0,17 0,17 0,17 0,12 0,19 0,24 0,26

4. Aquivalenztestung bei zwei verbundenen Stichproben

Im Beispiel der Biodquivalenz wurde ein crossover-Versuch betrachtet, bei dem jeder
von n Probanden i die beiden Zubereitungen 1 und 2 in verschiedenen Perioden
erhielt und die AUC-Werte auc;; und aucy; bestimmt wurden. Es sollte entschieden
werden, ob der Quotient der beiden Medianwerte Mi/M, im Intervall (0,8 1,25) liegt
oder nicht. Dabei wurde eine logarithmische Normalverteilung der beiden AUC-
Werte angenommen; d.h. die Differenzen xii-Xz; = log(aucy;)-log(aucy) wurden als
unabhangige Realisationen normal verteilter Zufallsgro3en mit dem Erwartungswert
O=u1-42=log(M1/M;) angenommen. Ein Konfidezintervall fir © wurde unter
Verwendung der t-Verteileing berechnet. Auf der Grundlage der Vorzeichen-Rang
Statistik V von Wilcoxon kann ein verteilungsunabh&ngiges Konfidenzintervall fur
den Lageparameter © konstruiert werden. Vorausgesetzt wird, dal3 die Verteilung
L(z) der ZufallsgroRe Z=log(AUC,)-log(AUC,), deren unabhangige Realisationen die
Werte zi=log(auci;j)-log(auc,;) sind, symmetrisch um einen Parameter © ist; d.h. daf3
gilt: L(z-©)=1-L(©-2).

Fur jeden Probanden i wird ohne Bertcksichtigung der Sequenz die Differenz
di=log(aucsj)-log(auc,;) gebildet und die Werte werden der Grol3e nach geordnet.
Falls d-Werte gleich Null sind, werden diese nicht beriicksichtigt. Die zum Test
benutzten di-Werte sind also entweder positiv oder negativ. Die Zahl der positiven
d-Werte sei m und ihre Rangzahlen r; ... r,. Die Summe dieser Rangzahlen ist die
Wilcoxon-Statistik V,=r1+ ... + ry, deren Verteilung unter der Nullhypothese ©=0
bekannt ist. Sie kann (fur n>10) durch eine Normalverteilung mit dem
Erwartungswert n(n+1)/4 und der Varianz n(n+1)(2n+1)/24 approximiert werden.

Ein (1-2a)-Konfidenzintervall fur © kann folgendermal3en konstruiert werden:

Man bildet die N=n(n-1)/2 paarweisen Mittel a;=(d;+d;)/2 fir i<j und ordnet diese der
GroRRe nach: apy, ...apn. Man bestimmt die a-Quantile vq und die 1-a-Quantile vy der
Verteilung von Vs (unter der Nullhypothese). Mit der Normalapproximation gilt:

n(n+1 n(n+1)(2n+1 n(n+1 nn+)(2n+1
v = (4 )_Zl_a\/( 2); ) und v, = )+Zl_a\/( 2); )

Ist u die grofite ganze Zahl <v, und o die kleinste ganz Zahl 2v;.4, dann ist das
(1-2a)-Konfidenzintervall fir ©: (ay; aj)-.

Im Beispiel der Biodquivalenztestung mit 12 Probanden ist u=18 und 0=60. Bildet
man die N=n(n-1)/2=66 Paare a; = %2 (zi+z) fur i<j und ordnet sie der Gr63e nach,
dann ist der a-Wert mit der Rangzahl 18 gleich -0,06 und der a-Wert mit der
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Rangzahl 60 gleich 0,05. Das 90%-Konfidenzintervall fir © ist somit: (-0,06; +0,05).
Da es ganz im Aquivalenzbereich (-0,1; +0,1) liegt, wird Aquivalenz angenommen.

Dieses Verfahren wurde zur Testung der Bioaquivalenz von Steinijans und Diletti [4]
vorgeschlagen, wobei sie statt d; die Quotienten gi=aucsj/aucy; und statt der

paarweisen arithmetischen Mittel a; die geometrischen Mittel gi=,/q;q; nahmen. Da

a;=log(g;) ist und die logarithmische Transformation die Range nicht verandert,
fuhren beide Verfahren zu identischen Ergebnissen. Es ist allerdings anzumerken,
dal dieses Verfahren sehr sensibel gegen Abweichungen von der Symmetrie der
Verteilung L(z) (bzw. L(g)) um O ist.

Ohne Symmetrieannahme kann fir den Median © der Verteilung der g; ein
Konfidenzintervall (g giq)) aus den geordneten Werten qpy, ... qpy fur die Range
ussazl/z(n+1-zl-a\/ﬁ) und 021/2(n+1-zl-a\/ﬁ) gebildet werden. Diesem Intervall liegt
der Vorzeichentest fur (qi-©) zugrunde; d.h. die Intervallgrenzen sind diejenigen ©-
Werte, bei denen die Wahrscheinlichkeit fir die Zahl positiver Vorzeichen héchstens
a bzw. mindestens 1-a ist, wenn der Median der GréRen (q;-O) gleich 0 ist.

Im Beispiel der Bioaquivalenztestung sind die der Gréf3e nach geordneten g-Werte:
0,74 9,79 0,80 0,90 0,91 0,92 0,94 1,01 1,03 1,04 1,28 1,29

Fur a=0,05 is 54=3,65 (u=3) und s1.4=9,35 (0=10). Der g-Wert mit der Rangzahl 3 ist

0,80 und der g-Wert mit der Rangzahl 10 ist 1,04. Das Konfidenzintervall geht somit

von 0,80 bis 1,04 und liegt gerade noch im Aquivalenzbereich.

Bezogen auf die Quotienten g wurden bei diesem Beispiel nach den verschiedenen
Verfahren folgende 90%-Konfidenzintervalle erhalten:

Lognormalverteilung: (0,87 1,05) Breite: 0,18
Wilcoxon-Verteilung: (0,87 1,12) Breite: 0,25
Vorzeichen-Test: (0,80 1,04) Breite: 0,24

Das aus der Lognormalverteilung hergeleitete Konfidenzintervall hat die geringste
Breite. Es ist zudem unempfindlich gegen Abweichungen von der Lognormal-
Verteilung und damit auch gegen Verletzungen der Symmetrieannahme. Es ist daher
besonders zu empfehlen.

5. Aquivalenz von Wahrscheinlichkeiten

5.1 Approximatives Verfahren mit Arcussinus-Transformation

Bei zwei unabhangigen Stichproben (Gruppen) 1 und 2 wurde beobachtet, dal in
der Stichprobe 1 bei n; Beobachtungen ein Ereignis a-mal eintraf (und b-mal
ausblieb) und in der Stichprobe 2 bei n, Beobachtungen das Ereignis c-mal eintraf
und d-mal ausblieb. Die Ergebnisse lassen sich in einer 4-Felder-Tafel darstellen:

Stichprobe | Ereignis | kein Ereignis | Gesamt
1 a b Ny
2 C d n,
Gesamt my Mo N
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Die Wahrscheinlichkeit fur ein Ereignis in Gruppe 1 wird mit 1y, die fur ein Ereignis in
Gruppe 2 mit Tp bezeichnet. Zu testen ist, ob die beiden Wahrscheinlichkeiten sich
hdchstens um einen vorgegebenen Wert 6 unterschieden, sie also in diesem
Rahmen als aquivalent angesehen werden kénnen.

Approximativ kann ein Konfidenzintervall fir tg-to mit der Arcussinus Transformation
berechnet werden. Die Haufigkeit h=x/n ist Realisation einer binomial verteilten
ZufallsgroRe mit dem Mittelwert Ttund der Varianz m(1-1)/n. Die Abhangigkeit der
Varianz von 1tkann eliminiert werden, wenn statt der Haufigkeit h der Ausdruck
y:arcsin(\/F) betrachtet wird, der annahernd normal verteilt mit dem Mittelwert
arcsin(\/7_7) und der Varianz 1/4n ist. Dabei wird angenommen, dal3 arcsin im
Bogenmal’ (von 0 bis 2m) gemessen wird. Bei der Messung in Grad ist die Varianz
mit (360/21'[)2 :(57,3)2 zu multiplizieren.

Wurden in zwei unabhangigen Stichproben die Haufigkeiten h; (= a/n;) und h;
(=c/ny) beobachtet, dann ist ein (1-2a)-Konfidenzintervall fur die Differenz

arcsin(\/ﬁ)-arcsin(\/ﬁ2 ):

arcsin(/h, ) -arcsin(y/h, ) £ % 714 /ni +ni
1 2

Zur Entscheidung tiber Aquivalenz muf fur arcsin(\/z_'[) der ensprechende
Aquivalenzbereich festgelegt werden. Nun ist fiir kleine Werte & (<0,2) und
Wahrscheinlichkeiten 1tzwischen 0,2 und 0,8 in sehr guter Naherung arcsin(+/77+0)
- arcsin(\/i_T) = dund arcsin(+/7-9) - arcsin(\/i_T) = -d. Man kann also in diesem Fall

als Aquivalenzgrenzen fir die Differenz von arcsin(\/z_'[) die Grenzen +d nehmen;

d.h. die Aquivalenz annehmen, wenn das Konfidenzintervall ganz im Bereich 3 liegt.
Beispiel: In einer Stichprobe von 300 Patienten wurde mit der Behandlung A bei 96
Patienten eine Heilung erzielt. In einer zweiten Stichprobe von ebenfalls 300
Patienten wurde bei 90 Patienten eine Heilung erzielt. Unterscheiden sich die beiden
Wahrscheinlichkeiten héchsten um £0,1? Die Arcussinuswerte der beiden
Haufigkeiten 96/300=0,32 und 90/300=0,30 sind 0,601 bzw. 0,579; die Differenz ist
also 0,022. Die halbe Breite des 90%-Konfidenzintervalls ist 0,067, so dal3 das
Konfidenzintervall von -0.045 bis 0,089 reicht. Die Aquivalenz beziiglich +0,1 kann
behauptet werden.

5.2 Bedingt exakter Test

Ein bedingt exakter Aquivalenztest fiir zwei Wahrscheinlichkeiten kann analog zum
Fisher-Test durchgefuhrt werden. Dabei werden die Randsummen m; und m;
festgehalten; d.h. bei der Berechnung der Signifikanzwahrscheinlichkeit und Power
werden nur Tafeln mit denselben Randsummen wie die gegebene Tafel betrachtet.
Bei diesen Tafeln ist die Konfiguration (Anzahlen a, b, c und d) durch die Anzahl in
einem Feld fetgelegt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man die Anzahl a
als die bestimmende GroRRe ansehen und als Teststatistik nehmen. Fur ein zufallig
herausgegriffenes a ist die Wahrscheinlichkeit, dafd bei den gegebenen Randzahlen
und den Wahrscheinlichkeiten Ty und 1@ der Wert a beobachtet wird:
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Dabei ist P=(m(1-))/(Tu(1-1)) die 'odds ratio’. Die bedingte Verteilung der a-Werte
hangt nur Uber diese odds ratio von den beiden Wahrscheinlichkeiten g und % ab.
Es ist daher zweckmaRig, den Aquivalenzbereich tber die odds ratio ) vorzugeben.
Wenn beide Wahrscheinlichkeiten gleich sind, ist =1. Man wird also zwei positive
Zahlen &, und &, vorgeben und die beiden Wahrscheinlichkeiten als &quivalent
ansehen, wenn die odds ratio  zwischen 1-&; und 1+, liegt.

P(a;m,n,N, T, 10,) =

Bei Ho1: Y<1-9; sind eher kleinere a-Werte zu erwarten, da 1y<rp ist. Je grof3er der
beobachtete a-Wert ist, desto unwahrscheinlicher ist die Gultigkeit von Hp;. Wegen
der Vorgabe der Randsummen muf3 gelten: max(0, m;+n;-N)<a<min(n;, ms). Hoy ist
abzulehnen, wenn bei einem beobachteten ay die Wahrscheinlichkeit fir a-Werte >
ao unter Ho; kleiner oder gleich a ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist die Summe aller
oben gegebenen Ausdriicke flr a=ay. Bei Hoo: Y=1+0, sind eher gréRere a-Werte zu
erwarten. Hp, wird daher abgelehnt, wenn die Summe Uber alle Wahrscheinlichkeiten
flr asag unter Hpx < aist.

Im Programmsystem SAS ist die verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung als
Funktionsprozedur PROBHYPR(N,mq,n;,a0,) enthalten. Fir die Argumente sind die
Grol3en der Vierfeldertafel einzugeben. Ausgegeben wird die Wahrscheinlichkeit fur
a<aop. Fur <1 ist die Signifikanz P=1-PROBHYPR, fur ¢>1: P=PROBHYPR.

Im Beispiel mit a=96, m;=186, n;=300 und N=600 ist fur 1=0,643 (das entspricht
™=0,26 und 1%=0,36) P=0,0009 und fiir Y,=1,556 (y=0,36 und Tuz=0,26) P=0,0295.
Beide Nullhypothesen sind somit bei 0=0.05 abzulehnen. Die Aquivalenz kann
behauptet werden.

Es ist hier anzumerken, daf3 bei gegebenen Randzahlen N, m1 und nl einer odds
ratio Y genau zwei Wahrscheinlchkeiten g und 1% entsprechen, die den beiden
Bedingungen: (1-10)=y@p(1-mm) und nite+(N-n1)Te=m; genidigen. Es sind dies:

= “N=@-W)m, - A= n) /(N = (1= @)m, = (L= y)n,)* + 49~ g)mn,

2n,(1- )
_ m n _ L%
und = S bzw. =1
" N_nl N_n1T[1 " ljJ+(l—ljJ)T[1

Alternativ kann mit der Powerfunktion zu gegebenem a (siehe Teil I) ein (1-20)-
Konfidenzintervall fir @ berechnet werden. Die Powerfunktion zu gegebenem a ist:
Pa()=1-PROBHYPR(N,mj,n;,a,). Die untere Konfidenzgrenze , ist der Wert, fur
den P(yy)=0a gilt, die obere Grenze der Wert (), fiir den Pa(Yo)=1-a gilt. Aquivalenz
wird angenommen, wenn dieses Intervall ganz im Aquivalenzbereich (1, y5,) liegt.

Fur die Zahlen des Beispiels reicht das 95%-Konfidenzintervall von {,=0.83 bis

Po=1.50 und liegt somit ganz im Aquivalenzbereich (0,643; 1,556). ), entsprechen
™=0.29 und 1™,=0.33, ), die Werte 14=0.35 und 1=0.27.
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6. Aquivalenz zweier Verteilungen bei geordneten (ordinalen) Kategorien

Die Beobachtungen zweier Stichproben (Gruppen) 1 und 2 werden jeweils in k
geordneten Kategorien (z.B. schlecht, mafiig, gut, sehr gut) angegeben. Bei n;
Beobachtungen der Stichprobe 1 wurde x;-mal die Kategroie 1, x,-mal die Kategorie
2 ... Xx-mal die Kategorie k beobachtet. Bei n, Beobachtungen der Stichprobe 2 sind
die entsprechenden Anzahlen vy, Yo, ... k. Die Ergebnisse lassen sich in einer 2xk-
Feldertafel darstellen:

Gruppe Kategorie Gesamt
1 2 Kk
1 X1 X2 Xk Ny
2 Y1 Yo Yk no
Gesamt | m; m, my N

Die Wahrscheinlichkeit fir eine Beobachtung der Gruppe 1 in Kategorie | sei m; und
fur eine Beobachtung der Gruppe 2 1. Um eine Aquivalenzaussage Uber diese
beiden Verteilungen formulieren zu kdbnnen, mufd zunachst ein geeignetes Malf3 fur
die Abweichung zwischen den Verteilungen gefunden werden. Ein solches bilden die
k-1 odds ratios @:

¢ =AW fiyrj=12, k-1
0TG4y
Sind alle @ >1, dann ist fur j=1,..k-1: Tj/Tp<Ty;+1)/Thj+1); d.h. das Verhaltnis der
Wahrscheinlichkeiten von 1 zu 2 nimmt von den 'schlechteren’ zu den ‘besseren’
Kategorien zu. Die Verteilung von 1 zeigt im Vergleich zur Verteilung von 2 eine
Tendenz zu den 'besseren’ Kategorien. Umgekehrt ist es bei ¢<1. Die odds ratios ¢
sind somit geeignete Kenngréf3en fir Unterschiede in beiden Verteilungen.

Um eine eindeutige Kenngré3e zu haben, wird angenommen, daf? fur alle j=1,...k-1
gilt: @ =¢; d.h. die Verhaltnisse 1y;/Ty; andern sich von j=2 bis j=k stets um den Faktor
@. Daraus folgt mit q;=Tq1/To;: rtlj/nzj:(d’lql oder log(m;/Ty)=jlbg@p+logg:/¢. Dies
entspricht dem 'proportional hazard-rate model'. Eine &hnliche Modellannahme liegt
der Alternativhypothese des Armitage-Cochran-Mantel-Haenszel-Tests zugrunde,
bei der eine lineare Regression zwischen Tu;/Ty; und j angenommen wird.

Mit si=x1+ ... +X;, @=¢ (j=1,..k-1) und @=1 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit (bei
gegebenen m; und n,) fir eine Konfiguration X=(X1,...X)":

m;\ _s
n,k-zl[x {)(0 ;
J
Pry(x) =

m;
k 1S
L @’
alle Konfig.x X Ji

Die Summe im Nenner ist Uber alle zuldssigen Konfigurationen x zu bilden; d.h. tber
Konfigurationen, flr die gilt: 0<x;<m; und Zjx;=n;.
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Aquivalenz der beiden Verteilungen liegt vor, wenn 1-8; < @< 1+&; gilt. Es sind also
die beiden Hypothesen: Hoi: ¢<1-&; gegen Hii: @>1-6; und Hop: @1+, gegen Hiy:
@<1+d, zu testen.

TestgroRRe ist Wilcoxon‘'s Rangsumme Ryo der Stichprobe 1. In der gesamten
Stichprobe wurde die Kategorie j m-mal beobachtet. Jeder Beobachtung dieser
Kategorie wird der Mittelrang r; zugeordnet mit: ri= Y2(m1+1), r=mq+ ...+mj1+%2(m;+1)
(=2...k).

k

Da in der Stichprobe 1 die Kategorie j X-mal beobachtet wurde, ist: R = ) r;X; .
J=1

Zum Test von Hoz sind mit ¢=1-8, die Wahrscheinlichkeiten Pry(x) tUber alle

Konfigurationen x zu summieren, fur die Rx<Ryo gilt, zum Test von Hg, mit ¢=1-&,

uber alle Konfigurationen mit R,=Ryo. Aquivalenz wird angenommen, wenn beide

Summen <a sind.

Die Verteilung der Rangsumme Ry kann durch eine Normalverteilung mit Mittelwert
HUR= N1ZjrTy; und Varianz: or °=(n1ny(N+1)/12)-(n1n,Z;(m;>-m;)/(12N(N-1)) approximiert
werden [3]. Die Wahrscheinlichkeiten 14; und 1o und damit auch der Mittelwert pr
sind bei festen Randsummen m; und n; eindeutige Funktionen von @. Fur @=1 ist
Ty;=Th=m;/N und pr=n1(N+1)/2. Flr @#1 sind die Werte ty; und 15; durch folgende
Bedingungen festgelegt:
a) N1y +NoTe=my; fur j=1...k;
by  mymy=¢ gy fir j=1..k;
C) Th1+...Th=1; Tha+...Th=1,;
Aus den ersten beiden Bedingungen folgt flr ein vorgegebenes q1=T41/Tb1:

mj(pj_lql i
n2 + nl(ﬁ_lql n2 + nl(pj_lql
0x ist durch die Bedingung c) festgelegt; d.h. durch die Gleichung: %jm;(q1)=1.

,(q,) = m,(q,) =

Die Aquivalenz beziiglich ¢;=1-8; und @=1-, kann bei Annahme der
Normalapproximation dadurch getestet werden, daf3 fur diese beiden @-Werte und
den gegebenen Randsummen die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten ty; und
damit die Mittelwerte pri und pro berechnet werden. Es werden dann die beiden

Hypothesen: Ho1 : Hr<MHRr1 UNd Hoz: Hr2WR2 getestet. Die Teststatistiken sind:
:Rx_uRl und Z:RX_HRZ ’
0—R O-R

die unter der jeweiligen Nullhypothese standard-normalverteilt sind.

z

Alternativ kann mit der Normalapproximation ein (1-2a)-Konfidenzintervall fur ¢
berechnet werden. Bezeichnet pr(¢) den zu @ gehérenden Mittelwert von Ry, dann ist
die Powerfunktion fur @ zu gegebenem Ry:

PR((P) =1- cp(Rx B H((P)J
(0]

R
Die untere Konfidenzgrenze q, ist Losung von Pr(@,)=0, die ober Grenze ¢, Lésung
von Pr(@)=1-a. Aquivalenz wird angenommen, wenn das Intervall (q,,@) ganz im
Aquivalenzbereich (¢, @) liegt.
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In [5] wird folgendes Beispiel fuir die Anderung des Zustands von Patienten bei 2
Behandlungen 1 und 2 gebracht:

Behandlung Bewertung Gesamt
viel schlechter keine besser viel besser
schlechter Anderung
1 6 19 21 37 24 107
2 7 21 22 51 11 112
Gesamt 13 40 43 88 35 219

Die Mittelrange fur die Kategorien sind: =7 r,=33,5 r3=75 r,=140,5 rs=202.
Damit ist die Wilcoxon-Statistik: Rxo = 12 300. Unter der Nullhypothese, dal3
zwischen beiden Verteilungen keine Unterschiede bestehen, ist der Erwartungswert
Mr=11 770. Die Standardabweichung ist: or= 449, so dal} (Rxo-Ur)/0r= 1,180. Die
Hypothese, dal3 zwischen beiden Verteilungen keine Unterschiede bestehen, kann
bei a=0,05 nicht abgelehnt werden.

Mit der Normalapproximation erhalt man fur a=0.05 die beiden Konfidenzgrenzen:
@=0945 und @ =1,422
Die Aquivalenz kann fiir den Bereich: ¢=0,5 bis ¢=1,5 behauptet werden.

In der folgenden Tabelle sind die Wahrscheinlichkeiten 14; und 1o; der 5 Kategorien
angegeben, die bei den gegebenen Randsummen den Konfidenzgrenzen @, und @,
sowie dem Schatzwert @, entsprechen, fir den gilt: Pr(@n)=%2. Zusatzlich sind in den
beiden letzten Spalten die empirischen Haufigkeiten angegeben.

() HrR | Gruppe Bewertung
viel schlechter | keine besser viel
schlechter Anderung besser
@=0,945| 11560 1 0,048 0,164 0,192 0,418 0,178
2 0,069 0,201 0,202 0,386 0,142
@®=1,422] 13040 1 0,035 0,137 0,181 0,443 0,204
2 0,082 0,226 0,211 0,363 0,118
@n=1,154] 12299 1 0,049 0.164 0.190 0,419 0,178
2 0,069 0,201 0,202 0,386 0,142
empirische 1 0,056 0,178 0,196 0,346 0,224
Haufigkeiten 2 0,063 0,188 0,196 0,455 0,098

Die Glte des Modells, das eine konstante odds ratio @ fur jeweils zwei benachbarte
Kategorien annimmt, kann mit dem Chi-Test tiberpriift werden, der die
beobachteten Anzahlen x; und y; mit den bei @, zu erwartenden Anzahlen n;1y; und
n,Ty; vergleicht: ChiZ:Zj(Xi'nln]_j) /n1n1j+zj(yj-n2n2j)2/n2n2j mit 8 Freiheitsgraden. Im
Beispiel ist: Chi*=6,000, P=0,647. Die Modellannahme entspricht den Daten.
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7. Sequentielle Aquivalenztests

Bei sequentiellen Testverfahren werden Null- und Alternativhypothese gleichwertig
behandelt, so daR je nach Testausgang die Signifikanz oder Aquivalenz behauptet
werden kann. Dies soll am Beispiel des sequentiellen Dreieckstest (vgl. [1], 6.13.6)
demonstriert werden. Es seien xi, X2 ... unabhéngige Realisationen einer binéren
ZufallsgroRe X, die den Wert 1 (Erfolg) mit Wahrscheinlichkeit tg und O (kein Erfolg)
mit Wahrscheinlichkeit 1-tg annimmt, und y, y» ... solche von der Zufallsgro3e Y, die
den Wert 1 (Erfolg) mit Wahrscheinlichkeit T, und 0 (kein Erfolg) mit
Wahrscheinlichkeit 1-1e annimmt. Es soll die Hypothese Hy: Tu<tp gegen Hi: T4>Tp
getestet werden. Der Unterschied zwischen tq und 1% wird durch die odds ratio
O=In(y(1-)/(Te(1-14))) ausgedriuckt. Fur ©=0 soll die Nullhypothese Hy: ©<0
hdchstens mit Irrtumswahrscheinlichkeit a und fur einen Referenzwert ©=0,>0 soll
die Alternativhypothese ©>0 hdchstens mit Irrtumswahrscheinlichkeit 3 verworfen
werden. Wurden bei n; Ergebnissen der Stichprobe 1 r; Erfolge beobachtet und bei
n, Ergebnissen der Stichprobe 2 r, Erfolge, so ist die Teststatistik bei insgesamt
n=n;+n, Stichprobenwerten:
Z = Mph = iy
n
Der Informationsgehalt (Fisher's Information) dieser n Stichprobenwerte beztglich
©=0 ist:
v = We(a+n)m+m=(n+15)
n n3
Tragt man fur n=1,2,... die Punkte (Z,,Vy) in ein Koordinatensystem mit der Ordinate
Z und der Abszisse V ein, so erhalt man eine Punktfolge, die als 'Pfad' gedeutet
werden kann. Ein Sequentialtest besteht darin, dal fur alle mdglichen Pfade ein
Fortsetzungsbereich abgegrenzt wird. Solange sich der Pfad in diesem Bereich
befindet, wird die Stichprobenerhebung fortgesetzt. Sobald der Pfad eine der
Grenzen des Bereichs erreicht, wird die Stichprobenerhebung abgeschlossen und je
nach der erreichten Grenze die Nullhypothese oder Alternative angenommen. Die
Grenzen sind so konstruiert, dal3 die vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeiten
eingehalten werden.

Fur den speziellen Sequentialtest (Dreieckstest) hat der Fortsetzungsbereich die
Form eines Dreiecks (vgl. Abb. 1) mit einer nach oben gerichteten Spitze fir ©,>0
und einer nach unten gerichteten Spitze fur ©,<0. Die Grundflache des Dreiecks liegt
auf der Z-Achse und reicht von -a bis +a, wobei a= (1-z1.4/21.¢)In(1/20)/O, ist. Die
Spitze hat die Koordinaten Zmax=2a und Vmax=a/c mit c=01/(2(1+21.4/21-g)) (Z1-a bZW.
z1p Sind die 1-a- bzw. 1-B-Quantilen der Standardnormalverteilung). Wird (bei ©,>0)
die obere Grenze erreicht, dann wird H; angenommen; wird die untere Grenze
erreicht, dann wird Hy angenommen. Das Ereignis, dal3 die untere Grenze erreicht
wird, tritt hdchstens mit Wahrscheinlichkeit 3 ein, wenn ©=0, (>0) ist. Es kann dann
mit Irrtumswahrscheinlichkeit B behauptet werden, dal3 ©<0; ist; d.h. O, ist die obere
Grenze eines einseitigen unteren Aquivalenzbereichs fir © zur
Irrtumswahrscheinlichkeit B. Mit einem Sequentialtest fir ©=0 gegen ©=0,<0 kann
die einseitige Aquivalenz: ©@>0, mit Irrtumswahrscheinlichkeit B behauptet werden,
wenn der Pfad die obere Grenze dieses Fortsetzungsbereichs erreicht. Kombiniert
man beide Sequentialtests (vgl. Abb. 2), dann kdnnen folgende 3 Aussagen
getroffen werden:
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a) Annahme Hi: ©>0 mit Irrtumswahrscheinlichkeit a, wenn obere Grenze des
oberen Dreiecks erreicht wird.

b) Annahme H,: ©<0 mit Irrtumswahrscheinlichkeit a, wenn untere Grenze des
unteren Dreiecks erreicht wird.

c) Annahme der Aquivalenz: ©,<0<0; mit Irrtumswahrscheinlichkeit 8, wenn
entweder die untere Grenze des oberen Dreiecks oder die obere Grenze des
unteren Dreiecks erreicht wird (d.h. der Pfad in den Bereich zwischen beiden
Dreiecken lauft).
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Einseitiger Sequentialtest
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Abb.1: Einseitiger Sequentialtest von Ta<tp gegen 14>Tp
Referenzparameter: ©,=1,7 (1y=0,7; =0.3); a=0.05. 3=0.2

Doppelter Sequentialtest ¥ = 4
z Teh Bel R M '
i 1 1 H+
=l RRRR N IR A R Max 112
| 5 5 Fix 72
4.00 H}'l"""'?""" ""E" """"E """"" EHDDE g2
i i i Expl 36
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X)) ee— i R R — Fix 453
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Abb.2: Doppelter Sequentialtest: Tu<mp gegen 1Tu<tp und TE=TL gegen Tu<Th:
Referenzparameter: ©,= 1,7; ©,=-1,7; a=0,05; (3=0,05

Nach n=52 Beobachtungen (n;=n,=26; r;=9; r,=10) wurde die Aquivalenz:
-1,7<O<+1,7 angenommen
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