Wachstumskurven und zyklische
Verlaufskurven:

Auswertungen mit GMANOVA und
URMM (BMDP5V)

1. Fragestellung

Es sollen Verlaufskurven ausgewertet werden, zu denen fiir jede Beobachtungseinheit zu verschiedenen
Zeitpunkten Messungen vorgenommen wurden. Beispiel:

Zeitpunkt
Proband || t; | to | t5 | ta |
1 Y11 Y12 Y13 Yi4
2 Y21 Y22 Y23 | Y24

Es wird vorausgesetzt, dafi der Typ der Verlaufskurve bekannt ist und dafl jede Kurve (bis auf Zu-
fallsabweichungen) durch den Wert von wenigen Parametern (weniger als die Anzahl der MeBzeit-
punkte) beschrieben werden kann. Zusétzlich wird angenommen, dafl diese Abhéngigkeit von den
Kurvenparametern (ggf. nach geeigneter Transformation) linear ist.

Beispiele:

1. Wachstumskurven mit polynomialem Verlauf (siehe z.B. Potthoff and Roy, 1964) :
ye = bo + byt + byt + bst?
2. Zyklische Verldufe mit Tages— oder Jahreszyklen:
yr = bo + by cos(%t )+ b2 sin(%rt ) (1.1)

wobei L die Zyklenlidnge angibt, die in den Einheiten der Zeit ¢t anzugeben ist.(Beispiel: L = 365,
wenn die Zeit t in Tagen gemessen wird und die Zyklusldnge ein Jahr betrégt.)

Ziel der Untersuchung ist u.a. die Schdtzung der Regressionsparameter by, by ... sowie moglicher
weiterer Einflufifaktoren (z.B.: unterschiedliche Verldufe in verschiedenen Untergruppen; zusitzliche
Abhéngigkeiten von konstanten oder zeitabhingigen Kovariablen).

2. Das GMANOVA-Modell nach Potthoff und Roy

Fiir jeden einzelnen Probanden konnen die Beobachtungen als lineares Modell geschrieben werden.
Fiir das Beispiel zyklischer Funktionen lautet es :

Y; 1 cos(wty) sin(wty) €il
Y; 1 cos(wty) sin(wtq) bo €i2
= b |+ (2.1)
: : : : by
Y.r 1 cos(wtr) sin(wtr) &ir
kurz:
Y,=Xb+E  (i=1,...,n) (2.2)

mit ¢ = Probandennummer, w = QT’T , T = Anzahl der MeBzeitpunkte und E als Zufallsvektor mit
Erwartungswert (Vektor) 0 und Kovarianzmatrix V.



Sind die T' MeBzeitpunkte 1, . .., t7 nicht fiir alle Probanden identisch, so sind in (2.1) die Zeitpunkte
t1,...,tp durch t;1, ..., t;p zu ersetzen, und aus der Gleichung (2.2) wird allgemeiner:

Yi=Xb+E  (i=1,...,n) (2.3)

Obwohl hier je Proband ein lineares Modell angenommen wird, paBlt die Gesamtheit aller Beobach-
tungen nicht in das multivariate lineare Modell (MANOVA). Dieses lautet allgemein:

YYH Ylg PN Yip X11 qu €11 €12 oo E1p
bu b12 e blp
= +
byp b ... bgp
Ynl Yng .o an an cee an €nl €n2 ... Enpp
oder:
Ynxp - XanBqXp + K (25)

wobei die einzelnen Zeilen der Matrizen von den n verschiedenen Beobachtungseinheiten stammen
und stochastisch unabhéingig sind. In diesem Modell hat jede der p Komponenten der Beobachtun-
gen Y ihren eigenen Satz Satz von Regressionskoeflizienten (Regressionskoeffizienten by, ..., by; fiir
Komponente bzw. Zeitpunkt Nr. j). Handelt es sich um Verlaufskurven, so haben in diesem Modell
also die einzelnen Zeitpunkte "nichts miteinander zu tun” (auBer iiber die Kopplung der Fehlerterme
durch die Kovarianzstruktur). AuBerdem hat dieser Modellansatz zur Folge, da8 die Kovariablen fiir
jeden Zeitpunkt identisch sind (Kovariablen X;q,. .., X;, fiir Proband Nr. ¢ fiir alle p Zeitpunkte): Es
gibt keine zeitabhdingigen Ko-Variablen.

In dieser Form ist also das MANOVA-Modell fiir die Auswertung von Wachstums— und zyklischen Kur-
ven nicht geeignet. Andererseits bietet die MANOVA ein breites Spektrum an Schitz— und Testver-
fahren fiir die Modellparameter. Es gibt aber die Moglichkeit, auch bei den Verlaufskurven auf eine
vergleichbare Darstellung zu kommen und die MANOVA-Theorie sowie entsprechende Prozeduren be-
nutzen zu konnen. Hierzu transponiert man zunéchst die Gleichungen fiir die Wachstumskurven (2.1)
und (2.2) und erhélt:

1 1 1
( Yi Yo ... Y ) = ( bo b1 by ) cos(wty) cos(wty) ... cos(wtr)
sin(wty) sin(wty) ... sin(wtr)
+( €i1 &2 ... &T )
fiir Proband Nr. i, und insgesamt:
Yiu Yi2 ... Yip bo b1 by
1 1 1
= cos(wty) cos(wty) ... cos(wtr)
sin(wty) sin(wty) ... sin(wtr)
Yoi Yae ... Yar bop b1 b2
€11 €12 e1r
+
Enl €n2 .. EnT



1 1 e 1
= ol bo by by ) cos(wty) cos(wty) ... cos(wtr)
sin(wty) sin(wty) ... sin(wtr)
1
€11 €12 R e1r
Rl I : (2.6)
Enl €En2 ... EnT

Dies ist eine spezielle Form der Generalisierten Multivariaten Varianzanalyse (GMANOVA). Diese hat
die Modellgleichung
Ynxp - AnxmBquXqXp+E (27)

mit den beiden bekannten Designmatrizen A, x,, und X,x, und der Matrix B,,x, von unbekannten
Modellparametern (Potthoff und Roy, 1964). Im vorliegenden Beispiel ist darin

1
Anxm = )
1
Bqu = ( b() b1 bQ ), und
1 1 1
Xoxp = cos(wty) cos(wta) ... cos(wity)
sin(wt1) sin(wta) ... sin(wtr)

Das GMANOVA-Modell wird nun nach Potthoff und Roy dadurch auf das MANOVA—Modell zuriick-
gefiihrt, daB man die Gleichung (2.7) von rechts mit einer Matrix der Form

G—1X1<XG—1X/)—1

multipliziert. Wiahlt man darin fiir die Matrix G speziell die Einheitsmatrix, so erhéilt man statt (2.7)
insgesamt:

Ynxq : = Y’I’LXp X/(XX/)_l
= ApxmBmxgXgxp X'(XX')71 + Enxp X'(XX')7!
= AnXmBqu + Ean

Das bedeutet:

Fiir die transformiertern Beobachtungen ?an gilt das MANOVA-Modell mit der Design-
matrix A,,x,, und der (unverénderten!) Parametermatrix By,xg.

Interpretation der transformierten Beobachtungen:

Schreibt man die i-te Zeile der transformierten Beobachtungsmatrix )N’nxq als (Spalten—)vektor, so hat
sie die Gestalt _

Das bedeutet:



Fiir jede Beobachtungseinheit ¢ sind die transformierten Beobachtungen gerade die ”indi-
viduellen” Schitzwerte der Regressionskoeflizienten aus den Gleichungen

Y, = Xb

wie in (2.2) beschrieben.

Anwendung;:

1. Fiir jeden Probanden fithre man gesondert (auf der Basis der T' Beobachtungen) nach der Meth-
ode der kleinsten Quadrate eine Paramaterschitzung fiir die lineare Beziehung Y; = Xb durch.

2. Diese individuell geschitzten Regressionsparameter sind Zufallsvariablen, fiir die das multivari-
ate lineare Modell gilt, d.h. sie haben die Gestalt Y = AB+ E, worin B die Matrix der ”wahren”
Koeffizienten bezeichnet, A eine bekannte Designmatrix und E eine Matrix von zeilenweise un-
abhingigen ”Fehlern” mit Erwartungswert Null.

3. Schitzungen und Tests iiber die Matrix B werden im Rahmen der MANOVA durchgefiihrt.

Insbesondere konnen auch multivariate Hypothesen iiber B getestet werden. Beispielsweise kénnte
die Frage interessieren, ob den vorliegenden Verlaufsbeobachtungen von n Probanden tatséichlich ein
Jahresrhythmus (”circannual rhythm”) vorliegt. Dieses ist dann in Gleichung (2.1) ein (multivariater)
Test der Hypothese Hy : by = by = 0.

Hinweise fiir die Durchfithrung:

Eine Auswertung nach dem beschriebenen Verfahren ist ohne Vorarbeit mit SPSS GLM nur fiir den
Fall moglich, dafi die Verlaufskurve ein Polynom ist. Man erstellt dann eine Datenmatrix von der
Form (1), in der also je Proband eine Zeile angelegt wird und die einzelnen Zeitpunkte durch ver-
schiedene Variablen reprisentiert werden.

Im allgemeinen Fall mu8 man mit anderen Hilfsmitteln vorab je Proband die Regressionskoeffizienten
schéitzen und dann eine Datenmatrix aufbauen, in der wiederum die Probanden die einzelnen Zeilen
bilden und in der als Variablen jetzt die geschétzten Regressionskoeffizienten gefithrt werden. Mit
diesen Variablen geht man dann in die MANOVA -Auswertung, z.B. in GLM von SPSS.

Beispiel:

Die folgende Datei zeigt die ersten 6 (von insgesamt 13) Beobachtungen jedes Probanden (letml to
letm6). Jede Variable gibt den Wert eines Monats wieder. Insgesamt wurde dabei also der Zeitaum
eines Jahres um einen Monat iiberschritten. Es besteht die Vermutung, dafl die Werte insgesamt
einem zyklischen Verlauf mit der Zyklusléinge von einem Jahr folgen.

Die letzten drei Spalten enthalten die Koeffizienten der zyklischen Funktion (2.8)

2 2
ye = bo + by cos(%t ) + by sin(%t ) (2.8)

wie sie fiir jeden Probanden einzeln (mit einem anderen Programm) berechnet wurden.



muster - SPSS5 Daten-Editor

Datei Beabeiter Arsicht Daten  Trarsformisren  Statisk  Grafiken Extras Ferster  Hilie

=H|8| B »| & =] & FHe BlEE 5l

1:proband [1]

proband | letm1 letm2 letm3 letmd letm5 letmb b b1 b2

1 1 1.15 1.65 .34 a7 40 7B 1.08 32 -36
2 2 1.17 . 22 22 -.08 1.15 76 39 - 4B
3 3 .50 6 4B a2 B3 a7 97 .08 -4
4 4 7 1.69 . 94 1.21 1.13 1.38 13 =24
5 ] 7B A0 83 55 a5 75 84 02 -.31
G B 1.05 99 21 A3 B4 7B 82 19 -4
Fi 7 1.45 27 -3 .36 B3 43 A7 30 - 48
8 g 1.12 1.57 94 B2 F7 B7 1.04 26 =12
9 9 1.20 a2 . .86 a1 1.16 1.18 .08 =47
10 10 .34 22 -07 08 A2 74 A1 -.01 -4

Abb. 1
Zur Uberpriifung der Nullhypothese Hy : by = by = 0 (kein zyklischer Verlauf; genauer: keine Zeitab-

héngigkeit) wird in SPSS das Programm GLM aufgerufen:

GLM b1 b2

/METHOD = SSTYPE(3)
/INTERCEPT = INCLUDE
/CRITERIA = ALPHA(.05) .

mit dem Ergebnis:

Multivariate Testd

Hypothese
Effekt Wert F df Fehler df | Signifikanz
Intercept  Pillai-Spur .928 | 51.9122 2.000 8.000 .000
Wilks-Lambda .072 | 51.9122 2.000 8.000 .000
Hotelling-Spur 12.978 | 51.9122 2.000 8.000 .000
\(fvrggt; f}gi;a'gg;'s“s‘:he 12.978 | 51.912° 2.000 |  8.000 000

a. Exakte Statistik
b. Design: Intercept

Abb. 2
Die Nullhypothese wird hier also abgelehnt (p<0.001).



3. Unbalanzierte MeBwiederholungen mit strukturierter Kovarianzmatrix
(Unbalanced Repeated Measures Models with Structured Covariance
Matrices: URMM)

Im Statistikprogramm BMDP 5V wird (u.a.) das folgende Modell behandelt:

Y, =Xb+Z8;+E (i=1,...,n) (3.1)

Darin ist Y; wieder der T—-dimensionale Verlaufsvektor von Proband Nr. i. Die Verallgemeinerung
gegeniiber (2.3) besteht darin, dafi fiir jeden Probanden zum linearen Anteil X;b noch ein Regres-
sionsterm Z3; mit zufdlligen Regressionskoeffizienten B; = (5;,, .. .ﬂiq) hinzugefiigt wird. In dieser
Version werden die Fehler E; als multivariat normalverteilt N (0, 02) angesehen. Das bedeutet: Keine
Korrelation der Zufallsfehler E; innerhalb eines Probanden; identische Fehler o2 fiir die einzelnen Kom-
ponenten und alle Probanden.

Insgesamt sind die einzelnen Komponenten von Y; dennoch korreliert, und zwar iiber die Korrelation
der zufilligen Regressionskoeffizienten 3,y, ... 3;, untereinander. Die Kovarianzmatrix fiir diese Koef-
fizienten sei ® und ihr Erwartunbgswert p. Die Modellannahme fiir die zufilligen Vektoren 3, lautet
dann insgesamt:

Bi ~ N(p, @) (3-2)

Fiir die Kovarianzmatrix ¥ der Beobachtungen Y; folgt daraus:
Y =207+ o*I (3.3)
Darin sind ® und 2 unbekannte Modellparameter.

BMDP 5V berechnet unter diesen Modellannahmen Schétzungen fiir die Regressionsparameter b und
w = E(B;) sowie (univariate) Tests der einzelnen Komponenten dieser Parameter gegen den Wert
Null. Die Auswertung erfolgt nicht durch eine etwaige Riickfithrung des Modelles auf die MANOVA-
Situation. Vielmehr werden alle Paramter direkt aus dem Modell (3.1)—(3.3) nach der Methode der
Maximum Likelihood (ML) bzw. Restricted Maximum Likelihood (REML) berechnet.

Dieser Ansatz ist sehr flexibel, denn er gestattet die probandenweise Modellierung eines linearen
Modells. Das bedeutet u.a.:

1. Problemlose Berticksichtigung zeitabhingiger Kovariablen (die erste Spalte von X; stellt die
Werte der ersten Kovariablen fiir die T' Zeitpunkte dar etc.).
Beispielsweise ist damit auch die Behandlung der zeitlichen Korrelation zweier Variablen behan-
delbar, auch nach Beriicksichtigung eines gemeinsamen jahreszeitlichen Abhingigkeit.

2. Flezible Einarbeitung zufilliger Probandeneffekte. Im einfachsten Fall (wenn Z eine T' x 1-Matrix
aus lauter 1-en ist,) ist der Probandeneffekt iiber alle Zeitpunkte hin konstant; dies ist dann das
itbliche ” Gemischte Modell”.

Die Anwendung des Programmes BMDP 5V geschieht im wesentlichen so:

1. Alle Variablen werden probandenweise in die Datei eingegeben: Je Proband eine Zeile, je Zeit-
punkt und Mefparameter eine Spalte

2. Die Matrizen X; und Z werden durch Angabe der zugehorigen Variablen (je Spalte T Variablen!)
angegeben. Dabei erscheinen alle Kovariablen (mit festen und mit zufilligen Koeffizienten, also
X; und Z ) im Design-Paragraph und die Matrix Z im Struktur-Paragraph.

Beispiel 1 (Zyklische Funktionen als feste Effekte):



sYariable

sdesign

smodel
Sziructure
Sprint

T=e

= letml, letmZ. letm3, letmd, letmb, letmb, letmn?.
letnd, letm9, letmlld, letmll., letml?, letml3.
cosinl, cosind, cosind, cosind, cozinb,
cosinb, cosin?, cosind, cos=ind,cozinll,
cozinll, cos=inl?, co=inld |
=zinl,. =in?, =ind, =ind, =inb,
zinb, =in?., =ind, =in%.=inl0,
zinll, =inl?, =inll.
level = 13.
repeated = monat .
dpname = lendo.
dpvar = letml, letmn?, letm3, letmd., letmb.
letme, letm?. letm3, letm9, letml0,
letnll, letml?, letml3.
CWhame = cosinh, =inn
coszinn = cos=inl, cozind, cosind, cosind, cosinb,
co=inb, cosin?. cosind, cosin%, cosinll,
cosinll, co=inl?, cosinlid.
=inn = =inl. =in?., =in3d, =ind, =inb,
=ink, =in?. =ind. =in9%.=inll,
=inll, =inl?, =inl3.
lendo = 'cosinn + =inn' .

tyvyp = unstruc.

LINESIZE=80.

In diesen Beispie stellen letml bis letm13 die abhiingige Variable fiir die Zeitpunkte 1 bis 13 dar.

Die unabhéngigen Variablen cosinl, sinl etc.

sind die Cosinus- und Sinuswerte der zyklischen

Funktionen, cos(2£¢ ) und sin(2%¢ ), fiir ¢ = 1 bis 13. Diese Variablen miissen vorher erzeugt werden.
Im Struktur—Paragraph wird angegeben, daB keine zufilligen Effekte einbezogen werden und die Ko-
varianzmatrix der Beobachtungen keine vorgegebene Struktur besitzt. (Die Annahme unkorrelierter
Fehler in den Komponeneten von E; muf} also fiir das Modell ohne zufillige Effekte nicht getroffen

werden. )
Ergebnis:

ESTIMATES OF REEGRESSION PARAMETERS

PARAMETER ESTIMATE ASYMPTOTIC SE Z-SCORE P-VALUE
1 CONSTANT 0.96052 0.010013 95.9259 0.0000
2 cosinn 0.16256 0.003587 4532313 0.0000
3 =inn —0.38682 0.002862 —135.1443 0.o0aoo

TEST DF CHI-SQUARE P-YALUE
COS1lnn 1 2054 . 2004 0.0000
=1inn 1 18263 . 9746 0.0000

WALD TESTS OF SIGNIFICANCE OF FIXED EFFECTS AND COVARTATES

— IN THE TABLE BELOW EACH FIXED EFFECT PART OF THE MODEL IS DECOMPOSED
INTO SINGLE DEGREE OF FREEDOM REGRESSION TERMS AND COVARIATES.

Beispiel 2 (Zyklische Funktionen als Zufallseffekte):




~Tran=zform inter = 1.

~<design level = 13.
repeated = monat .

dprname = lendo.
dpvar = letml, letm2,. letnd. letmd, letmb,
letme, letm?, letmB, letm9, letml(,
letmll, letmll, letmld.
Ccosinn, =inn
cosinl, cosind, cosind, cosind, cosink,
cosink, cos=in?, cosind, cosin9%,cosinll,
cozinll, cos=inl?, cosinli.
=inn = =inl, =ind, =ind, =ind, =ink,

=ink, =in?. =infd, =in9%,=inll,

=inll, =inlZ, =inl3.

CVnamns
Ccosinn

Sztructure typ = random

Zvar = inter. inter. inter. inter. inter.
inter. inter. inter. inter. inter.
inter, inter. inter.
cozinl, cosind, cosind, cosind, cosinb,
cosink, cosin?,. cosind, co=sinY,cosinll,
cosinll, co=inl?, cosinl3,
=inl, =inZ. =ind. =ind, =inb,
=inb, =in?. =inf, =in%,=1inl0,
=inll, =inl?, =inl3.

< model lendo = cosinn + =inn' .

~PRINT LIHESIZE=80.

Hierin ist die Konstante unter den Namen inter als zufilliger Effekt in den Modell enthalten, ebenso
werden die Koeffizienten fiir die Kosinus— und Sinufunktionen als Zufallsvariable behandelt.

Geht man davon aus, daf3 alle Probanden dieselbe zyklische Funktion als Erwartungswert haben und
nur eine additive Konstante fiir alle Zeitpunkte individuell hinzukommt, lautet das Program :

# Transform inter 1.
~sdesign level = 13.
repeated = monat .
dpnane = lendo.
dpwvar = letml. letmn?. letm3. letmd, letmb.
letng, letmn?. letmd, letm®, letml(.
letnll, letml?. letml3.
CcoEinn, =1hn
cozinl, cosin?. cosind, cos=ind, co=sink,
cosink, cosin?. cosind, cosind.cosinll,
co=inll, cosinl?, cosinl3.
=inh = =inl, =in?, =ind, =ind. =inb,
=inb, =in?. =ind, =in%,=s=inl0,
=zinll, =sinld, =inl3.

CYnane
CoO=1hn

< model lendo = 'co=inn + =inn'.
Sztructure typ = random
Zvar = inter., inter. inter. inter. inter.

inter, inter. inter. inter. inter.
inter, inter. inter.

Sprint LINESIZE=80.




Die Ergebnisse:
Zufillige Regressionskoeffizienten der zyklischen Funktionen:

- IN THE TABLE BELOW EACH FIXED EFFECT PART OF THE MODEL IS DECOMPOSED
INTO SINGLE DEGREE OF FREEDOM REGRESSION TERMS AND COVARIATES.

PARAMETER ESTIMATE ASYMPTOTIC SE Z-SCORE P-VALUE
1 CONSTANT 0.96195 0.073874 13.0215  0.0000
2 coslnn 0.16150 0.041179 3.921%  0.0001
3 sinn -0.37699 0.025285  -14.909% 0.0000

TEST DF CHI-5QUARE P-VALUE
COS1nn 1 15.3816 0.0001
sinn 1 2223030 0.0000

Nur eine Konstante als zufilliger Probandeneffekt:

===================== ESTIMATES OF REGRESSION PARAMETERS ======================

— IN THE TABLE BELOW EACH FIXED EFFECT FART OF THE MODEL IS DECOMPOSED
INTO SIHGLE DEGREE OF FREEDOM REGRESSION TERMS AHD COVARIATES.

PARAMETER ESTIMATE ASVMPTOTIC SE Z-SCORE P-VALUE
1 CONSTANT 0. 95576 0.072594 13.1117 0.ogoon
2 cosinn 0.16917 0.040920 41342 0.ogoon
3 sinn -0.37431 0.043364 -8.631% 0.ogoon

========= TALD TESTS OF SIGHIFICANCE OF FIXED EFFECTS AND COVARTATES ==========

TEST DF CHI-SQUARE P-VALUE

coszinn 1 17.0917 o.oo0o0o0

=inn 1 74 .5086 o.oo0o0o0
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