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1. Allgemeine Beschreibung der Fragestellung

In der Diskriminanzanalyse und Regressionsanalyse —im vorliegenden Zusammenhang kénnen
Baumanalysen (CART und RECPAM) und Kiinstliche Neuronale Netze (KNN) mit iiber-
wachtem Lernen dazugerechnet werden— wird im wesentlichen die folgenden Aufgabe behan-

delt:

e Voraussetzung: Es ist eine Lernstichprobe gegeben. Diese ist dadurch charakterisiert,
daB fiir jeden einzelnen ” Fall” (Beobachtungseinheit) sowohl prognostische Variablen
als auch eine Zielgrofe erfafit wurden.

e Aufgabe: Mit Hilfe der Daten der Lernstichprobe ist eine Funktion zu spezifizieren, mit
welcher aus den Werten der prognostischen Variablen mit maoglichst groffer Genauigkeit
auf den Wert der Zielvariablen geschlossen werden kann. Diese Funktion wird die
Vorhersageregel genannt.

e Die Forderung nach grofftmoglicher Genauigkeit bezieht sich auf die Anwendung der
Vorhersageregel auf neue Falle, in denen nur die prognostische Variablen gemessen
wurden und der Wert der Zielvariablen unbekannt ist.

Aus diesem dritten Punkt ergibt sich folgende Fragestellung:

Angenommen es ist ein Prozedur festgelegt, mit der aus der Lernstichprobe eine
Vorhersageregel erzeugt wird: Wie grof ist dann der Fehler dieser Vorhersageregel
bei der Anwendung auf neue Falle?

Es werden hierzu einige Grundideen aus der Arbeit von Efron(1983) dargestellt. Die dort
benutzte Terminologie wird etwas modifiziert.

2. Voraussetzungen und Bezeichnungen

e Die Lernstichprobe besteht aus der Realisierung von n unahbéangig, identisch verteilten,
mehrdimensionalen Zufallsvariablen Xy, Xo,..., X, .

e Deren gemeinsame Verteilung sei mit F' bezeichnet.

e Die Zufallsvariablen X; setzen sich jeweils aus einem p-dimensionalen Pradiktor T; =
(Ti, Tia, - - ., Tip) und einer 1-dimensionalen Zielgrole Y; zusammen:

o Es gibt eine festgelegte Prozedur, die aus den Werten x = (x1,x2,...,x,) der Lern-
stichprobe eine Vorhesageregel erzeugen. Diese Vorhersageregel wird mit 7, bezeichnet.
Sie ist auf p-dimensionale Pradiktorwerte t = (t1, t2, .. .,t,) anzuwenden. Das Ergebnis
wird mit 7x(t) bezeichnet.

Y

e Der ”Abstand” zwischen einem ”vorhergesagten” Wert 7x(t) und dem Wert y der
Zielgrofe wird mit einer Funktion @ gemessen und mit Q[y, 7x(t)] bezeichnet.



e Definition der "wahren Fehlerrate” Err(x) bei gegebener Lernstichprobe x:

Err(x) = Er (Q[Yo, 1x(T0)])

wobei der Erwartungswert sich auf die Zufallsvariablen Ty und Yj bezieht, also eine von
der Lernstichprobe x unabhéngige ("neue”) Realisierung von Xy = (T, Yp) mit dem
Pradiktorvektor Ty und der Zielvariablen Yy und der Verteilung F'.

Dies ist also die hier primér interessierende Grofie. Man beachte: Err(x) hingt von der
Lernstichprobe x ab, kann also auch als Zufallsvariable Err(x) angesehen werden.

e Definition der ”scheinbaren” Fehlerrate (apparent error, resubstitution error):

S|

err(x) =

5 Qe8]

Hier wird also der durchschnittliche Fehler in der Lernstichprobe berechnet, wobei die
aus der Lernstichprobe x erzeugte Vorhersageregel 7y auf alle Einheiten der Lernstich-
probe selber wieder angewendet werden.

Diese Fehlerrate ist meist ("in der Erwartung”) kleiner als die wahre Fehlerrate: err(x)
ist ein zu optimistischer Wert fiir Err(x). Die Differenz wird daher von Efron mit ”op”
(fiir ”optimism”) bezeichnet:

op(x) = Err(x) —err(x)

Auch op ist von der Lernstichprobe abhangig und daher eine Zufallsvariable op(X). Thr
Erwartungswert wird mit w bezeichnet:

w = Ep(op(X))

3. Anmerkungen
Anmerkung 1:

In der Arbeit von Efron spielt i.f. dieser "Optimismus” op(x) die zentrale Rolle:
Die Schitzung der wahren Fehlerrate Err(x) wird immer als Schdtzung der Dif-
ferenz zur scheinbaren Fehlerrate betrachtet:

Err(x) = err(x)+ [Err(x) —err(x)]
= err(x)+ op(x)
und fiir irgendeinen Schétzer von Err(x) entsprechend:

Err(x) = err(x) + op(x)

Schétzer op(x) fiir den ”Optimismus” werden mit @ bezeichnet:

Err(x) =err(x) + &(x) (3.1)

Anmerkung 2:



Es ist vielleicht nicht immer ganz klar, ob ein Schétzer der Form err(x)+ &(x)
als Schatzer des Vorhersagefehlers eine konkret vorliegenden Vorhersageregel 7)x
oder fiir deren Erwartungsert aufzufassen ist. Anzustreben ist jedenfalls eine
Schétzverfahren, das den Vorhersagefehler Err(x) fiir jede Lernstichprbobe x (und
nicht nur im Mittel {iber alle Lernstichproben) moglichst nahe kommt.

Graphische Darstellung der Zusammenhange:

Grundgesamtheit €2, Lernstichprobe x, Vorhersageregel 7, Teststichprobe X,
Vorhersagefehler Err(x) und Scheinbarer Fehler err(x)

Verteilung des "wahren" Fehlers
in zukiinftigen Stichproben X, = (T, Y,)
bei gegebener Lernstichprobe x

Errix)
x ;
errx) "Scheinbarer Fehler"
””” bei gegebener
Lernstichprobe x
Figure 3.1:

4. Schatzung des Vorhersagefehlers
4.1. Kreuzvalidierung;:
N 1< _
D) = = 3" Qlyis ey (1)) — 2rr(x)
=1

Dabei bezeichnet x;y die Stichprobe, die aus der Lernstichprobe x dadurch entsteht, daf} die
Beobachtungseinheit Nr. i entfernt wird.



Nx;, ist die aus dieser reduzierten Lernstichprobe erzeugte Vorhersageregel. Die Schatzung
der wahren Vorhersagefehlers ist daher

Err®(x) = err(x)+0 V) (x)
1 n
= 53l 1)

Sie ist also gleich dem Durchschnitt der Fehler, die entstehen, wenn jede Beobachtungseinheit
1 mal als Teststichprobe und gleichzeitig jeweils der Rest als Lernstichprobe benutzt wird.

4.2. Bootstrap

Die Grundidee des bootstrap besteht in Folgendem:

Es sei die Situation gegeben, daf aus einer Stichprobe X = (X1, Xa,...,X,),
gezogen aus einer Grundgesamtheit mit der (meist multivariaten) Verteilungs-
funktion F, eine bestimmte Funktionen ¢g(X) gebildet wird. Dann kann man die
Verteilung von g(X) dadurch schétzen, da§ man zunéchst die Verteilungsfunktion
F durch eine geschitzte Verteilungsfunktion F™* ersetzt. Die Verteilung von ¢g(X)
wird dann unter der Annahme bestimmt, dafl statt F' die geschitzte Verteilung
F* zugundeliegt.

Die Schatzung von F* von F' erfolgt mit Hilfe der Lernstichprobe:

Definition: Die Verteilung F* ist diskret mit der Wahrscheinlichkeiten
% fiir jeden der Stichprobenwerte x1,x3,..., Ty,

Aufgrund dieser Festlegung 148t sich die Verteilung von g(X) beliebig genau durch Simulation
bestimmen:

1. Bilde eine Stichprobe X* = (X7, X3,..., X)) vom Umfang n aus F* und bilde daraus
g(X*). Bei dieser Stichprobenziehung hat jedesmal jeder der Werte x1, 2, ..., x, die
Wahrscheinlichkeit %, gezogen zu werden (das bedeutet: ”Ziehen mit Zuriicklegen”).

2. Fihre diesen Schritt 1 sehr oft durch und bilde daraus die empirische Verteilung von
g9(X*) (und dalle daraus interessierenden Parameter).

Die Anwendung dieses Prinzips auf die Schitzung des ”Optimismus’ op(x) geht wie folgt:

1. Bootstrap-Schéitzung fiir err(x) : Aus einer bootstrap-Stichprobe x* = (27,23, ..., x})

1N
bilde die "scheinbare Fehlerrate” err(x*) :

n

mit




2. Die Fehlerrate von nx+ Unter der Annahme, dafi F* die zugrundeliegende Verteilung
ist, kann die Fehlerrate von nyg«unmittelbar berechnet werden; sie ist

n

Err*(x*) = %ZQ[yi,Ux* ()]

i=1
denn in einer neuen Beobachtung erscheint jeder Wert x; = (¢;,y;) mit der Wahrschein-
lichkeit 1, und er ist verbunden mit dem Fehler Q[y;, mx= (:)].
3. Insgesamt folgt daraus fiir den bootstrap-Schitzer fiir &FO9T) (x) fiir op(x) :

n

H(BOOT) () — E. Z(% — P7) Qlyi, nx+ ()]
i=1

Der Erwartungswert Ep« liber die Verteilung F* wird dabei durch den Mittelwert der
bootstrap-Zufalls-Stichproben ermittelt.
Damit lautet die Schatzung fiir den Vorhersagefehler:

Fopy(BOOT) (x) = err(x) + &(BOOT) (x)
n 1 .
=2rr(x) + Eps 3 (=~ = F}) Qlys, ne (£:)]
i=1

5. Weitere Fragestellungen

o Weitere bootstrap-Versionen der Fehlerschatzung
e Vergleich verschiedener Schatzer in Hinblick auf Genauigkeit, Verzerrung

e Sperifizierung fiir logistische Regression, COX-Regression(?). Dabei

— Einbezug der Variablenselektion in die Fehlerschatzung

— Einbezug der Fehlerrate in die Modellwahl (z.B. in CART, RECPAM, KNN)
e Software Realisierungen, Anwendung in Beratung und Auswertung
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