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1. Grundannahmen der analytischen Statistik

1. Die einzelne Beobachtung eines MeBwertes (z.B.: RRsys = 180 mmHg) ist das Ergebnis eines
Prozesses der (auch) von zufédlligen (komplexen, unkontrollierbaren) Effekten beeinflufft wird.
Man sagt:

Jeder einzelne beobachtete Mefiwert y1, ..., y, ist die ” Realisierung einer Zufallsvariablen Y”

2. Durch die Rahmenbedingungen, unter denen das Experiment (die Beobachtung) durchgefiihrt
wird, werden die Wahrscheinlichkeiten festgelegt, mit denen die Zufallsvariable einen bes-
timmten Wert &k (z.B. k = 5) annimmt,
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in das Intervall [a, b] fallt

3. Die Gesamtheit dieser Wahrscheinlichkeiten heifit die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zu-
fallsvariablen Y. In verkiirzter Form kann sie durch einige Verteilungsparameter wie Erwar-
tungswert u = E(Y) und Varianz 02 = E(Y — p)? beschrieben werden.

Der eigentliche Gegenstand einer statistischen Untersuchung ist nicht die Einzelbeobachtung y; son-
dern die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen Y .



2. Grundgesamtheit und Stichproben: Definition

Die Grundgesamtheit ist die Population aller potentiellen Beobachtungseinheiten fur das Experiment
Y, zusammen mit Rahmenbedingungen, unter denen das Experiment durchgefithrt wird.

Die Stichprobe vom Umfang n ist die Realisation von n unabhéngigen Experimenten, das sind n
unabhéangige Zufallsvariablen Y7,...,Y,, die alle dieselbe Zufallsverteilung wie Y haben.

Eine solche Stichprobe, also eine grofiere Anzahl von Beobachtungen, wird benétigt, um stabilere
Aussagen iiber die interessierende ” Verteilung in der Grundgesamtheit” zu erhalten.

Experiment: Anzahl ”Zahl” nach 10 Miinzwiirfen
Grundgesamtheit Stichprobe (n=20)
Ergebnisse: 5607648636
4744443444
Mogliches | Wahrschein— Haufigkeit
Ergebnis | lichkeit (%) || absolut | relativ (%)
0 0.1 1 )
1 1.0 0 0
2 4.4 0 0
3 11.7 2 10
4 20.5 9 45
) 24.6 1 )
6 20.5 4 20
7 11.7 2 10
8 4.4 1 5
9 1.0 0 0
10 0.1 0 0

3. Beziehung zwischen Grundgesamtheit und Stichprobe

Die relativen Haufigkeiten h,, (A) nach n Versuchen fiir das Ereignis A werden als Schitzungen
fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) interpretiert
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Analog:

Der Stichprobenmittelwert ¥ nach n Versuchen wird als Schitzung fiir den Erwar-
tungswert p interpretiert.



Der Mittelwert X nach n Beobachtungen
in verschiedenen Versuchswiederholungen
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x: Pulsanderung (/min)

= 1998

Stichprobenumfang n

4. Die Zufallsverteilung der Stichprobenmittelwerte: Erwartungswert und
Varianz

Wie die Einzelbeobachtungen y1,ys, ..., Yn, S0 ist auch der Stichprobenmittelwert 7 von
zufalligen Effekten abhéngig: Aus den n unabhingingen Zufallsvariablen Yi,Ys,...,Y,
wird der Stichproben—Mittelwert als neue Zufallsvariable gebildet:

= 1

Wenn man die Verteilung des Einzelexperimentes Y kennt, so kann man daraus (im Prinzip) auch
die Verteilung des Stichprobenmittelwertes berechnen. Fiir Erwartungswert und Varianz gilt immer
(unabhéngige Wiederholungen desselben Experimentes vorausgesetzt):

Wenn die Einzelexperimente Y; den Erwartungswerte E(Y;) = p und die Varianz var(Y;) =
02 haben so ist

EY)=p

Der Stichprobenmittelwert Y ist ein ” erwartungstreuer” Schitzer (eine erwartungstreue
”Schétzfunktion”) fiir den Erwartungswert p.

Und:

— 1
var(Y,) = =02 und
n

(V) = \/§ _

(Die ” Eins durch Wurzel n” —

=F

e}

egel)

o(Y,) ist der ” Standardfehler des Mittelwertes” (engl. S.E.M. = " Standard Error of the Mean”). Er

wird geschatzt durch
SEM. — [ - 2
R N

Beispiel:
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5. Die Zufallsverteilung des Stichprobenmittelwertes: Standardisierung

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist fiir grofle Stichprobenumfange der standardisierte Mittelwert
”ungefahr” standard— normalverteilt:

Y, —
Z,=="E~N@01)
o
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Nach Standardisierung;:



Der Mittelwert aus 265 Beobachtungen:
Standardisierte Verteilung

‘ N
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Puls: Differenz zwischen 2. und 1. Messung

Geht man davon aus, dal die Varianz o2 der Grundgesamtheit ”hinreichend” genau durch die em-
pirische Varianz s2- geschétzt wird, so kann man darin o durch sy ersetzen, d.h. auch

ist "etwa” standard-normalverteilt.

Sind alle ” Einzelversuche” Y; schon selber normalverteilt mit Erwartungswert y und Varianz o2:

Y; ~ N(u,0?)  (i=1,2,...,n)
so ist die Verteilung von ~
Y, —p
T sy
Jn
die (Student’sche) " t- Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden”.

T, :

t-Verteilung mit 10 Freiheitsgraden
Dichtefunktion
0.50

n

-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 20 3.0

2.5 %

-2.228 2.228

Das ¢-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden wird mit ¢,,_1  bezeichnet. Aufgrund der
Symmetrie zum Wert 0 gilt (speziell fir ¢ = a/2) :

P(|Tn‘ < tnfl,lfa/Q) =l-a, (51)

d.h. T, ist mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o Werte dem Betrage nach hochstens gleich dem oberen
a/2-Quantil an.
Umgekehrt ist daher

P(|T| > tho1,1—aj2) = @, (5.2)

und speziell fir a = 0.05 = 5% :
P(‘Tn| > tn_170_975) =0.05 = 5%: (53)

T,, ist mit der Wahrscheinlichkeit von 5% dem Betrage nach grofler als das obere 97.5%—
Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.



6. Das Dilemma der reinen Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wahrscheinlichkeitsrechnung ist reine Mathematik. Die numerische Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten ist immer nur unter bestimmten Annahmen und Voraussetzungen moglich (z.B. wenn man der
Erwartungswert einer Verteilung kennt). Aber iiber eben diese Voraussetzungen weifl man in der
Regel nichts.

Man kann z.B. berechnen, daf§ (flir n=11): YT_;E mit 95% Wahrscheinlichkeit < 2.28 ausfallen mu8.
N
Aber was nutzt einem das, wenn man g nicht kennt?

7. Die 5%—Hiirde: Aktuelle Stichprobenwerte versus Wahrscheinlichkeits-
rechnung

Grundsatz:

Akzeptiere eine Annahme tber die Verteilung von Y dann, aber auch nur dann, wenn die
aktuelle Beobachtung aus der Stichprobe unter dieser Annahme nicht als ”zu unwahrschein-
lich” erscheint!

Ubliche Grenze hierfiir: 5% Wahrscheinlichkeit (die ” 5% Hiirde”).

8. Konfidenzbereich: Welcher Erwartungswert einer Verteilung ist mit den
Stichprobendaten ”vertraglich”?

Mit Wahrscheinlichkeit 95% féllt (fiir n=11) die Testgrofe T, := Yurtt ywischen die Grenzen -2.228
und +2.228 (sieche Abb. oben), d.h.:

3

Yo =l 9998 und Y 1 o 9908
2y 2y
7n N

1. Daher ist jeder Wert £ mit den vorliegenden Daten 7, und s, (Mittelwert und Streuung) noch
"vereinbar”, der in diesem Sinne "nahe genug am Stichprobenmittelwert 7,, liegt”, flir den also
beide Ungleichungen erfiillt sind. Lost man diese nun nach p auf, so ist dies gleichbedeutend
mit:

7, — 2.228 j’/_ <up  und  p <7, + 2228 Y
n

NG

2. Man erhalt also das Intervall mit den Grenzen

7, —2228 2L und 7, +2.228

Sy
N v
Bei dieser Konstruktion passiert es nur mit einer (Fehler—) Wahrscheinlichkeit von 5%, dafl man
mit dem angegebene Intervall den den ”"wahren” Parameter p nicht erfaft.

3. Allgemeine Version: Das von der Stichprobe abhéngige, also zufallige Intervall mit den Grenzen

Y, — Sy und Y, + th1,1-a/2 2 (8.1)

ln1,1-a/2 /n NG

tuberdeckt den wahren Erwartungswert p der Verteilung von Y in der Grundgesamtheit mit der
Wahrscheinlichkeit von 1 — a.

Das Intervall (8.1) wird ” Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p zum Niveau 1 — o genannt.



9. Auf den Punkt gebracht

vertaglich?

Allgemein:

Wie grof§ ist die Wirkung des
Medikamentes?

Wie grof sind die Wirkungen der
Behandlungen A und B im Ver-
gleich; wie grof} ist die Differenz

Speziell:

Ist die Wirkung des Medika-
mentes gleich null?

Ist die Differenz der Wirkungen
von Behandlung A und B gleich
null?

: Sind die Stichprobendaten mit dem Punkt Null

ihrer Wirkungen?

Wie grofl ist die Korrela- Ist dies Korrelation zwischen Al-
tion zwischen dem  Alter ter und Zahlenverbindungstest
und dem  Test—Score im gleich null?

Zahlenverbindungstest?

Beispiel Z—Test:

Wenn die Stichprobe X7, X, ..., X, von Messungen der Blutdruckverdnderung (”vor Behandlung”
minus ”nach Behandlung”) aus einer normalverteilten Grundgesamtheit stammen mit jeweils dem
(unbekannten) Erwartungswert p und der (bekannten) Streuung ¢ = 10 mmHg, so ist der Stich-

probenmittlewert
n
>_Xi
i=1

ebenfalls normalverteilt mit demselben Erwartungswert 1 und der Streuung ﬁ

Wenn man dann annimmt, dafl die Nullhypothese Hy : p = 0 richtig wire (angenommen also: Keine
Verédnderung des Blutdrucks zu erwarten), so kann man vorausberechnen, mit welchen Wahrschein-
lichkeiten die TestgroBe S = X nach z.B. n = 49 Versuchen welche Werte annehmen wird: S ~ N (0,

2
(\/ﬁ) ), d.h. S ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung \}% = 1—70 =

1.4286. Um die Berechnung dieser Verteilung auf die Standardnormalverteilung zuriickzuftihren, trans-
formiert man S noch mit Hilfe der Z-Transformation und erhélt dann die standard— normalverteilte
Testgrofle Z:

S(Xl,XQ, . ,Xn) = Yn =

S|

10

X,
1.4286

S—p

4 =—
Vn

N(0,1)

Wahrscheinlichkeitsverteilung der TestgréBe Z,
wenn die Nullhypothese richtig ist.
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Abb.5.3: Ablehnbereich und ”kritischer Wert” einer Testgdtfe

Es wird nun vorab festgelegt, daf3 die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn Z ”stark positiv’ oder
"stark negativ” ausfallt, genauer: wenn Z < —1.96 oder Z > 1.96 wird. Damit ist der Ablehnbereich



festgelegt:

Xl Xl g6

Lehne die Nullhypothese ab, wenn |Z| = — = > 1.
Tn 1.4286

Der sogenannte ” kritische Wert” X = 1.96 fiir |Z| ist dabei so gewahlt, da8 die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Ablehnung von Hy nicht grofler als 5%.
Beispiel (Z-Test fir n =49, 0 = 10, a = 0.05 = 5%; Nullhypothese Hy : p = 0):

X | Testgrofle Z Kriterium: Entscheidung:

-4.3 -3.01 —3.01 =3.01 > 1.96 | Ablehnung der Hy
-1.5 -1.05 —1.05| =1.05 < 1.96 | Hp nicht widerlegt
1.8 1.26 [1.26] =1.26 < 1.96 | Hp nicht widerlegt
2.3 1.75 |1.75] =1.75 < 1.96 | Hp nicht widerlegt
3.3 2.31 |2.31] =2.31 > 1.96 | Ablehnung von Hj

10. Wie man sich irren kann: Fehler erster und zweiter Art und der P—Wert

Ein Signifikanztest zum Niveau o ist ein Verfahren, welches in Abhdangigkeit von den Daten
einer Stichprobe tiber die Ablehnung oder die Annahme einer Nullhypothese Hy entscheidet;
ist dabei Hy tatsdchlich richtig, so wird hochstens mit der Wahrscheinlichkeit o gegen Hy
entschieden.

Die Kontrolle des Fehlers 1. Art (auch ”a—Fehler” genannt) schiitzt (”bis auf ) vor der falschlichen
Annahme einer Nullhypothese, schiitzt also beispielsweise

e vor der Zulassung und Verordnung eines Medikamentes, dessen Wirkung (im Vergleich zum
Placebo) gleich null ist,

e vor der (zusétzlichen) Anwendung eines diagnostischen Eingriffs, dessen Ergebnis mit den un-
tersuchten Krankheiten keinen Zusammenhang hat,

e vor der offentlichen Behauptung eines Zusammenhangs zwischen X und Y, obwohl beide sto-
chastisch unabhangig voneinander sind.

Die Anwendung eines Testes ist in diesem Sinn eine Sicherheitsmafinahme. Tatsachlich aber wird der
Test und das damit eingeleitete Entscheidungsverfahrem mit der Intention durchgefiihrt, die Nullhy-
pothese zu widerlegen: Man sucht

e nach wirksamen Medikamenten und will ihre Wirksamkeit, wenn sie denn vorhanden ist, nach-
weisen;

e nach Mafinahmen, welche ein Diagnoseverfahren echt verbessern konnen;

e nach tatsachlich vorhandenen Zusammenhéangen, wenn man nach den Ursachen oder Entste-
hungsbedingungen einer Krankheit forscht.

Wahrend man sich also einerseits davor hiiten mochte, bei der Behauptung von Zusammenhéngen ir-
gendwelchen Zufalligkeiten aufzusitzen, sollen andererseits aber tatsachlich vorhandene Zusammenhange
auch erkannt und nachgewiesen werden. Ein Signifikanztest sollte also im folgenden Sinne eine hohe
”Testscharfe” haben:

Testscharfe (Giite,”power”) =  Wahrscheinlichkeit, eine tatsichlich vorliegende
Abweichung von der Nullhypothese zu ent-
decken

Eine hohe Testscharfe ist damit gleichbedeutend mit einer niedrigen Wahrscheinlichkeit fiir den fol-
genden Fehler:



Fehler 2. Art: Beibehaltung der Nullhypothese, obwohl sie falsch

ist

Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art wird i.a. mit 8 bezeichnet und der Fehler 2. Art
dementsprechend auch der ” G—Fehler” genannt. Es gilt somit

B = 1 — Gilite ("power”) des Tests

Angenommen, im vorliegenden Beispiel ist der Stichprobenmittelwert T = 3.3 und der Wert der
TestgdBe daher gleich 2.31. Man berechne dann, wie grof§ (unter der Nullhypothese) die Wahrschein-
lichkeit dafiir ist, daf diese oder eine noch grofiere Abweichung von der Nullhypothese auftreten kann.
Das heiit hier: Wie wahrscheinlich ist es, dafl |Z] > 2.31 wird? Ist diese Wahrscheinlichkeit kleiner
als a = 5%, wird die Nullhypothese abgelehnt, im anderen Fall wird sie beibehalten. Im vorliegenden
Fall betriagt die Wahrscheinlichkeit 2 x 1.044% = 2.088%, die Nullhypothese wird also abgelehnt. In
der folgenden Abb. 5.4 sind diese Beziehungen graphisch dargestellt:

Wahrscheinlichkeitsverteilung der TestgréBe Z,
wenn die Nullhypothese richtig ist.

"P-WertHalbe" "P-WertHalbe"
=1.044 % =1.044 %
g 4 ,
-3.0 2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0
.2.31 2.31 = Z-Wert

der Stichprobe
Abb. 5.4: Der P-Wert einer Stichprobe im Z-Test

Die so berechnete Wahrscheinlichkeit wird als der ” P-Wert” des Tests oder als ” Abweichwahrschein-
lichkeit” bezeichnet. In den gangigen Statistik—Programmsystemen wird tiblicherweise dieser P—Wert
(h&ufig auch unter der Bezeichnung ”Signifikanz”) ausgedruckt. Dadurch wird die Kenntnis der ”kri-
tischen Werte” X iiberfliissig. Die zum vorliegenden Beipiel entsprechende Tabelle sieht dann so aus:

X | TestgroBe Z | P-Wert Kriterium: Entscheidung:

-4.3 -3.01 0.26 % | 0.26 % <5 % | Ablehnung von H
-1.5 -1.05 29.37 % | 29.37 % > 5 % | Ho nicht widerlegt
1.8 1.26 20.77 % | 20.77 % > 5 % | Hp nicht widerlegt
2.3 1.75 8.01 % 8.01 % >5% | Hp nicht widerlegt
3.3 2.31 2.09% | 2.09% <5 % | Ablehnung von Hy

Uber seine Funktion als Entscheidungskriterium hinaus ist der P-Wert aber auch von eigenem Inter-
esse: Aufgrund seiner Konstruktion kann er als ” Abweichwahrscheinlichkeit” interpretiert werden:

Der P-Wert gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit bei Giiltigkeit der Nullhy-
pothese Hy eine Abweichung von Hj auftreten kann, die so grofl ist oder noch
grofler als aktuell beobachtet.



