Sequentialverfahren

Prof. Dr. B. Schneider, Institut flr Biometrie, Medizinische Hochschule Hannover
1 Grundlagen

Bei Sequentialverfahren ist kein fester Stichprobenumfang vorgegeben, bei dem eine
statistische Analyse (Schatzung oder Test) ausgefuhrt werden soll; vielmehr kann bei der
Datenerfassung (Beobachtung oder Experiment) laufend aufgrund der bisher erfal3ten Daten
entschieden werden, ob fortgesetzt oder abgeschlossen werden soll, wobei beim Abschluf3 die
angestrebte Analyse mit allen erhobenen Daten ausgefuhrt wird. Im folgenden werden
ausschliel3lich sequentielle Testverfahren behandelt. Fur sequentielle Schatzverfahren sei auf
das Buch von Bauer, Scheiber und Wohlzogen verwiesen [3].

Man kann den Verlauf eines Sequentialverfahrens grafisch durch einen Sequentialpfad in
einem Koordinatensystem darstellen, bei dem auf der Abszisse der Stichprobenumfang (oder
eine monotone Funktion davon) und auf der Ordinate die bei den jeweiligen
Stichprobenumfangen aus den kumulierten Daten berechneten Werte einer
Entscheidungsstatistik t{(x..x,) aufgetragen sind. Zur Entscheidung tber Fortsetzung oder
Abschlul® der Datenerhebung wird im Koordinatensysterfr@itsetzungsber eich

abgegrenzt. Solange sich der Pfad in diesem Bereich befindet, wird die Datenerhebung
fortgesetzt, sobald der Pfad die Grenze des Bereichs erreicht, wird die entsprechende Analyse
- bei statistischen Tests die entsprechende Testentscheidung - getroffen. Durch den
Fortsetzungsbereich ist dsequentialplan eindeutig festgelegt. In Abb. 1a und 1b sind

solche Sequentialplane (Sequentialpfade und Fortsetzungsbereiche) fir eine einfache
Testaufgabe dargestellt. Auf der Abszisse sind die Stichprobenumfange m=1, 2, ..., auf der
Ordinate die Anzahlen,rvon Erfolgen aufgetragen, die bei den auf der Abszisse

angegebenen Stichprobenumfangen m beobachtet wurden. Diese Ergebnisse kbénnen z. B. bei
einer klinischen Phase II-Studie entstehen, bei der die therapeutische Wirksamkeit eines
neuen Medikaments untersucht werden soll. Das Zielkriterium ist binar (O=kein Erfolg,
1=Erfolg). Das Medikament wird als aussichtsreich angesehen, wenn damit eine gute
Erfolgswahrscheinlichkeit (z. B. 60%) erreicht wird. Aufgrund der Studienergebnisse soll

Uber die weitere Entwicklung entschieden werden. Wenn die Erfolgswahrscheinlighlzeit

B. 40%) ist, soll eine Weiterentwicklung hochstens mit Wahrscheinlicbkgit B. 5%)

betrieben werden (Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art). Wenn die Erfolgswahrscheinlimhkeit

(z.B. 80%)) ist, soll die Weiterentwicklung héchstens mit WahrscheinlicBKeitB. 20%)
ausgeschlossen werden (Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art). Es ist also zwischen der
Nullhypothese kit =11, und der Alternative H =1y, zu entscheiden. Bei Gultigkeit vory H

soll die Nullhypothese hiochstens mit der Irrtumswahrscheinlicokalitgelehnt, bei

Gultigkeit von H héchstens mit der Irrtumswahrscheinlichi@angenommen werden.

In Abb. 1 wird der Fortsetzungsbereich durch zwei parallele Geraden begrenzt. Es handelt
sich um einen offenen Bereich. Man spricht daher auch von @fienen Sequentialplan.

In Abb. 2 wird der Fortsetzungsbereich durch einen geschlossenen Bereich (Dreieck)
begrenzt. Dementsprechend nennt man diesen Sequentgdgthlossen. Falls in beiden
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Planen der Sequentialpfad die obere Grenze des Fortsetzungsbereichs erreicht, wird die
Nullhypothese abgelehnt und die Alternativhypothese angenommen, falls die untere Grenze
erreicht wird, die Alternativhypothese abgelehnt und die Nullhypothese angenommen. Die
obere Grenze des Fortsetzungsbereichs begrenzt somit auch den Annahmebereich fir die
Alternative, die untere den fir die Nullhypothese.
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Abb. 2: Geschlossener Sequentialplan (Dreiecksplan) zum Testvgmyegent=ry

Die Wahrscheinlichkeit, dal3 der Pfad die obere bzw. untere Grenze des Fortsetzungsbereichs
erreicht, hangt vom Wert des Parameteab. Die Wahrscheinlichkeity@1), die untere

Grenze zu erreichen und so die Nullhypothese anzunehmen, wird bei Wald [6] auch die
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‘Operating Characteristic FunctiorOC-Funktion) genannt. Die Wahrscheinlichkeit(R),

die obere Grenze zu erreichen und damit die Alternative anzunehmen Hewvadunktion.

Bei sequentiellen Testplanen, bei denen die Pfade mit Wahrscheinlichkeit 1 eine der Grenzen
erreichen (bei geschlossenen Planen ist dies trivialerweise der Fall)g(giit:A?(T)=1 fur

allett Es genugt daher zur Charakterisierung der Testgute des Plans eine der beiden
Funktionen. Wir werden im folgenden stets die Powerfunktion nehmen und siggnit P(

(bzw. allgemein bei einem Paramefanit P@)) bezeichnen. Die OC-Funktion wird mit

OC(m) (allgemein OQF)) bezeichnet.

Bei sequentiellen Testverfahren (Sequentialtests) sind die Grenzen des Fortsetzungsbereichs
so zu wahlen, dal? Rf<a und P(u)=1- (bzw. P@p)<a und PQ;)=1-3, wenn allgemei,

den durch die Nullhypothese ufigden durch die Alternative festgelegten Parameterwert
bezeichnen) gilt. Der Stichprobenumfang n, bei dem eine der beiden Entscheidungen
getroffen wird, ist nun nicht mehr fest vorgegeben, sondern Realisation einer Zufallsgrof3e,
deren Verteilung durch den Sequentialplan festgelegt ist und vom Paramete(tzsvt 0)

abhangt. Zur Charakterisierung dieser Verteilung nimmt man Ublicherweise den
Erwartungswert E(m) (bzw. E(nd)). Dieser ist eine Funktion vam(bzw.0) und wird als

~Average Sample Number Function* od&BN-Funktion bezeichnet (ASNY)). Allerdings

kann die Verteilung von n oft sehr schief sein und somit der Erwartungswert die Verteilung
nicht befriedigend charakterisieren. Besser ware die Charakterisierung durch ausgezeichnete
Quantilwerte (z. B. 25%-, 50%- und 75%-Quantile). Diese sind aber schwieriger zu
berechnen.

Ein Sequentialplan, der die oben genannten Power-Forderungen zu gegeherssn

einhalt, ist um so besser je geringer fir gegebene Parameterwerte seine ASN-Werte sind. Wir
werden in den folgenden Abschnitten Sequentialpléane fiir wichtige Testprobleme angeben,
die bei relevanten Parameterwerten minimale ASN-Werte haben. Diese kdnnen bis zur Hélfte
der fur dieselbe Testentscheidung bei festem Stichprobenumfang erforderlichen Anzahl
betragen.

Die Festlegung der Annahmegrenzen (und damit des Sequentialplans) kann prinzipiell durch
Simulation erfolgen: Man simuliert fir die Parameterwerte der Nullhypothese und Alternative
hinreichend viele Sequentialpfade und legt die Grenzen so fest, dal} von den unter der
Nullhypothese simulierten Pfaden hdchstens der Aatdie Grenze des Annahmebereichs

fur die Alternative erreicht, und von den unter der Alternative simulierten Pfaden hochstens
der Anteil die Grenze des Annahmebereichs fur die Nullhypothese. Zu beachten ist, dal3
bereits das Erreichen einer Grenze durch den Sequentialpfad zum Abschlu? des Verfahrens
und Treffen der entsprechenden Entscheidung fuhrt. Fir die Entscheidung ist es irrelevant, ob
der Pfad spater wieder den Fortsetzungsbereich erreicht oder nicht. Die geometrische Form
des Fortsetzungsbereichs kann im Prinzip beliebig sein. Man wird aber bestrebt sein, eine
maglichst einfache Form zu erhalten. Die einfachste Form hat ein von Geraden begrenzter
Bereich. Die Begrenzungsgeraden, bei denen die vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeiten
o undp eingehalten werden, lassen sich zumindest approximativ analytisch bestimmen. Wir
werden im folgenden zwei Sequenzverfahren mit Fortsetzungsbereichen, die von Geraden
begrenzt sind, besprechen: der Sequential Probability Ratio Test SPRT und Dreieckspléane
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nach Whitehead [7, 8]. Die Bereiche dieser Plane sind in Abb. 1 und 2 gezeigt.

Ein Sequentialpfad kann (bei unabhéngigen Stichprobenwerten) als Realisation eines
(diskreten) stochastischen Prozesses mit unabhangigen Zuwéachsen (Irrfahrt-Prozel3, random
walk process) aufgefal3t werden. Der Prozel3 endet, wenn eine der Annahmegrenzen erreicht
wird. Dies soll bei den durch die Hypothesen festgelegten Parameterwerten hochstens mit den
vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeiten erfolgen. Die Annahmegrenzen sind
absorbierende Grenzen des Irrfahrt-Prozesses.

Es soll hier noch darauf hingewiesen werden, daf3 bei sequentiellen Verfahren die
Entscheidung tber Fortsetzung oder Abschlul? nicht notwendig bei jeder neuen Beobachtung
getroffen werden muf3. Man kann die Beobachtungen in Gruppen zusammenfassen und erst
nach den Ergebnissen einer Beobachtungsgruppe fiir Fortsetzung entscheiden, wenn der Pfad
noch im Fortsetzungsbereich liegt, und fir Annahme einer Hypothese, wenn der Pfad die
entsprechende Annahmegrenze erreicht oder Uberschritten hat. Es ist keine bestimmte
Gruppengrol3e vorzugeben; sie kann von Fall zu Fall variieren. Die
Irrtumswahrscheinlichkeitea und werden bei diesem Vorgehen auf jedem Fall

eingehalten. Es kann hdchstens passieren, dald mehr Beobachtungen bis zur Entscheidung
erhoben werden, als bei Einzelentscheidungen nétig waren, und damit die tatsachlichen
Irrtumswahrscheinlichkeiten deutlich unter den vorgegebenen Werten liegen. Dieser als
‘overshooting’ bekannte Effekt ist allerdings bei nicht zu groR3er GruppengréRe gering. Er
kann durch eine Korrektur der Annahmegrenzen fir gruppensequentielle Entscheidungen
noch weiter vermindert werden. Es bestehen also keine prinzipiellen Unterschiede zwischen
.reinen“ Sequentialverfahren und ,gruppensequentiellen” Verfahren.

2 Der sequentielle Likelihood-Quotienten-Test (sequential probability ratio test SPRT)

Es wird folgendes Testproblem betrachtet: Die Beobachtungswere x. seien

Realisationen identisch verteilter Zufallsgrof3en mit der Verteilun§)f(gie den

unbekannten Parame®enthalt. Dabei soll f(8) fir stetiges x die Verteilungsdichte und

fur diskretes (kategoriales) x die Wahrscheinlichkeit fir den Wert x symbolisieren. Es soll die
(einfache) Nullhypothes®=0, gegen die Alternativéd=0, getestet werden, wobei die
Nullhypothese hdchstens mit der Irrtumswahrscheinliclikeind die Alternative hochstens

mit der Irrtumswahrscheinlichke abgelehnt werden soll.

A. Wald [6] hat hierfur das folgende sequentielle Testverfahren vorgeschlagen:

Als Entscheidungsstatistik wird die Folge der Likelihood-Quotienten:

_ fOxiixzrXm;: 61)
f( X1 %2 3+ Xm; 60)

LRm
fur m=1, 2, ... genommen und folgendermaf3en entschieden:

¢ Fortsetzung der Beobachtungen, wenn: B ¢, kRA
¢ Entscheidung fur Annahme der AlternatB=0,, wenn: LR, = A
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¢ Entscheidung fur Annahme der Nullhypoth@s8,, wenn: LR, < B

Die Entscheidungsgrenzen A und B sind so zu wahlen, dal3 die vorgegebenen
Irrtumswahrscheinlichkeitea und3 eingehalten werden. Dies ist der Fall, wenn folgende
Grenzen genommen werden:

A :ﬁ - B= B

o "l

Es ist hier anzumerken, daf3 diese Vorgaben von A und B konservativ sind. Streng genommen
ist der Wert (18)/a eine obere Grenze fur A ufd(1-a) eine untere Grenze fir B. Dies kann
durch folgende Uberlegung eingesehen werden: Es wird fiir die Annahme der Alterpative H
entschieden, sobald fur ein m der Likelihoodquotient:Rist. Alle Pfade, fur die
f(X1,...-Xm;01)2A{(X1,...Xn;00) flr irgendein m gilt, flhren zur Annahme von. Bie
Wahrscheinlichkeit, iIdlanzunehmen, ist somit bei Gultigkeit vonidindestens A-mal so

grol3 wie bei Gltigkeit von §1 Diese Wahrscheinlichkeit soll aber im ersten Fall mindestens
1 und im zweiten Fall hochstenssein. Daraus ergibt sich die Ungleichun@A[d oder
A<(1-B)/a. Entsprechend fuhren alle Pfade, fur die fur irgendein m
f(X1,..-Xm;01)<B{(X1,...Xn; 00) gilt, zur Annahme von § Die Wahrscheinlichkeit, §
anzunehmen, ist somit bei Gultigkeit vog iHindestens B-mal so grof3 wie bei Giltigkeit

von H;. Daraus folgtB<BI{(1-a) oder B2p/(1-a). Wie Wald gezeigt hat, waren bei den

exakten Grenzen (die genawndf3 einhalten) zwischen 1% und 5% weniger Beobachtungen
bis zu einer Entscheidung erforderlich.

Fur die Powerfunktion B} hat Wald folgende approximative Formel hergeleitet:

ML

-o

J-pd.ge A

Oa 0O -aQ

firhz0

P@O)=

wobel h#0 eine Funktion von 0 ist, die durch die Bedingung:

_ 0)
8:21; E f(x;0)cbx =1

eindeutig als Funktion von 6 bestimmt ist. Eine interessante Herleitung dieser Formel wurde
von Wald in [6] gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dal? die Funk@ipexigtiert und
eindeutig ist (was im Anhang von [6] bewiesen wird). Es ist dann:

_ (0)
£ (x0)= gg;@ f(0)

fur h20 eine Verteilungsdichte. Zunachst sé))k0 angenommen und folgendes Testproblem
betrachtet: Es soll die HypothesedHf(x;0) (d.h. f(xP) ist die richtige Verteilungsdichte)
gegen die Alternative H* f*(x; 0) (d.h. f*(x:0) ist die richtige Verteilungsdichte) geprift
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werden. Fur diesen Test wird ein SPRT S* mit folgendem Fortsetzungsbereich durchgefihrt:

f*(Xy,X,30)
f (X5 X5 60)

BN < < A"O

m?

Da f*(X1, ... Xm O)f(X1,...%m;B)=(F(X1,...Xn:0)/F(X1,...%m;80))" ist, entspricht dieser Test S*
genau dem SPRT S funH0=0, gegen H: 8=6; mit den Grenzen A und B. Es wird also
genau dann fbzw. H mit S angenommen, wenn §szw. H* mit S* angenommen wird.
Bezeichneti*(6) die Wahrscheinlichkeit, mit S* die Alternative Hinzunehmen, wenn ki*
gilt (d. h. f(x0) die Verteilungsdichte der Beobachtungersty, undp*(0) die
Wahrscheinlichkeit, mit S* die Nullhypothese f#nzunehmen, wenn Hyilt, dann ist (da
S* ein SPRT mit den Grenzed@ und B® ist):

h(0) ~ p*(6)

Ao < 17B*0) g
a* (0) 1-a*(0)

Aus diesen beiden (approximativen) Gleichungen folgt:

. Bigw)
U

0¥ (0) = 1-B"® —u
~Ah(0)_Bh(O)_E_BHh() B Hh(O)
Oo O O-oQ

Wird H*; mit S* angenommen, wenn bigilt, dann wird H mit S angenommen, wenn f@}:
die Verteilungsdichte der Beobachtungeisk Die Wahrscheinlichkeit daflr ist aber genau
die Power H). Es qilt also: F) = a*(0).

Fur h<0 erhalt man durch analoge Uberlegungen dasselbe Ergebnis. Fisth
P (Oh=0)=[INB|/(|INA|+|INB]).

Fur die ASN-Funktion gilt folgende Formel:

P(0) InA + (1- P(0)) InB
E(2)

wobei im Nenner der Erwartungswert (bei Parameter®yaron Z=In(f(X;0.)/f(X; 8p)) steht

und X die ZufallsgroRe der Realisationgrsymbolisiert. Die Gltigkeit dieser Formel kann
folgendermalien eingesehen werden:

ASN(0) = fur E,(z)20

Die GroRRen zIn(f(x;;01)/f(Xi;80)) sind Realisationen von unabhangigen und identisch

verteilten Zufallsgrof3en;anit dem Erwartungswert,&). Es sei n der Stichprobenumfang,

bei dem das Verfahren zu einer Entscheidung kommt. n ist Realisation einer Zufallsgré3e mit
Erwartungswert En)=ASN(@®). Es sei N eine naturliche Zahl, fur die Rf{) vernachlassigt
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werden kann. Aus %Zi = ﬁzi + 2 Z, folgt:
i=1 i=1

E,(3,2)=NE,() =E,(3Z) +E( 5 Z)).

Man beachte, daf3 die beiden letzten Erwartungswerte auch tber n zu bilden sind. Fur j>n sind
die Zufallsgrofl3en jdunabhangig von den ZufallsgroRemat i<n. Es gilt daher:

E,( 3 Z,)=E,(N-n)E,(2) = NE,(2) - E,(NE,(2)

Eingesetzt in die vorhergehende Gleichung ergibt dies:
NE,(2) = Eo(glzo) +NE,(z) - E;(n)E,(2)
oder:

Ey(32)
ASN(@) = Eo(n) = El;(lz)

Nun ist (wenn 'overshooting' vernachlassigt wiﬁjzi entweder InA (mit Wahrscheinlichkeit
=1

P(©)) oder InB (mit Wahrscheinlichkeit 1-®], da bei n eine Entscheidung getroffen wird.
Daraus folgt die oben angegebene Formel fur ARN(

Far6* mit E(z)=0 gilt (wie Wald fir stetiges 8) in [6] gezeigt hat) g*)=0 und

ASN(6*) = w fur h(©*)=0 bzw. E+(z)=0

Z.B. qgilt fur Bernoulli-verteilte ZufallsgréRen X mit f(x=@)=0 und f(x=00)=1-0:

-0 -0
1—%%_91%' In%%eoﬁ
0= 0 fur h(6) 2 0 und 6* = ! furh(6*) =0
g}g —E;_elg Inﬁ%%ln%%elé
0 -0, 0 — 0,
— 1 _ —6, 2y — 1 —9
E,(2) —eln%%a e)ln%ﬁ Ey (2°) In@%%]n%%

Fur normal verteilte Zufallsgr('jfsen X mit Erwartungsvéenind Varianzo® ist;

z ——(2(9 09)x +05 = 0;)
h(e):elge_oe 2. 9*:91290;
0

E,(2) = a? (2(9 0,)0+02-02); E.(Z°) = (6, - o)
o’
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Wie Wald [6] gezeigt hat, besitzt der SPRT bei unabhangigen Stichprobenwéfterie
f(X1,X2,...Xm;0)=1(X1;0)f(x2;0)...f(Xxm;0) gilt) folgende Eigenschaften:

¢

¢

Das Verfahren fuhrt mit Wahrscheinlichkeit 1 nach endlich vielen Schritten zu einer
Entscheidung (es ist entscheidungsdefinit).

Fur8=6, und0=06, besitzt das Verfahren unter allen vergleichbaren Sequenzverfahren
minimale ASN.

3 SPRT fur den 1-Stichprobenvergleich bei bindren Daten; x

Die Beobachtungen x; sollen unabhangig sein und nur die Werte 1 (mit Wahrscheinlictikeit
und 0 (mit Wahrscheinlichkeit fiy annehmen. Zu testen ist die Hypothaseat, gegen die
Alternative: =1y mit vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeiteand 3.

Nach m Beobachtungen soll r mal eine 1 und m-r mal eine 0 festgestellt worden sein. Fir den
Likelihoodquotienten LR gilt: LR=(m%"(1-1m)™")/(16'(1-5)™"). Durch Ubergang zu
Logarithmen erhalt man folgenden Fortsetzungsbereich des SPRT:

711(1' 7Io) 1-m
In(B) <r Eﬂn(m) +m Eﬂn(l_—m) <In(A)

Dies laldt sich umformen in:

Hpt+bm<r<a+bm

Im (r-m)-Koordinatensystem wird durch den linken bzw. rechten Ausdruck jeweils eine
Gerade dargestellt, mit den Achsenabschnitten:

inHP [ inH"PH
- H-ed _ Oa [
Q0 ZW. &

|n§z1(1_7[0) E |n%z1(]—_no)é
o(1-m,) o(1-my)

und der Neigung:

1(1-m)
o(1-m,) E

b=
In

In Abb. 1 sind diese parallelen Begrenzungsgerademfi.4,,=0.8,a=0.05 und3=0.05
gezeigt. Die Achsenabschnitte der beiden Geraden $#d:.643 und a&+1.643; die
(gemeinsame) Neigung ist: b=0.613. Die Entscheidungsregel lautet:

¢

Setze die Beobachtungen fort, solange bm <r < a+ bm.
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¢ Entscheide fur=m, wenn r< a + bm.
¢ Entscheide fur=my, wenn r= a + bm.

Die Powerfunktion Bf) dieses Verfahrens ist in Abb. 3 gezeigt. Die Formel lautet:
A8
-0
-P
Oa

E
O

P(n) =

I
=]

I:II:I:I:
O+

wobei h durch:

1 fonf

L-mo O

R

Ol l-no0
eindeutig (fur #0) vonttabhangt. Dem Wert h=0 entspriafatb und P(b)=|d/(a+|a)) .

Fur die ASN-Funktion gilt die Formel (fiezb entsprechend tij0):
P(w) InA + (1- P()) InB

ain® 4 (1-) In i ™
o 1-no

ASN(r) =

Furm=b (h=0) ist ASN:

ASN(b) = lInA |InB|

In(, /) (- ,) (L= 1,))
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Abb. 3 Powerfunktion des offenen Sequentialplans (von Abb.1)
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Abb. 4 ASN-Funktion

Fur die Beispieldaten ist diese Funktion in Abb. 4 gezeigt. Im Mittel wirdebrj das
Sequenzverfahren nach n=7 undiveiy nach n=8 Beobachtungen beendet. Bei fest
vorgegebenem Stichprobenumfang sind approximativ:

i = (Zl—(x oY 7[0(1' 7[0) + Zl.[m/’}[l(l- 7[1) )2

(71:1 - 7[0)2

Beobachtungen erforderlich, um die Irrtumswahrscheinlichkeitend3 einzuhalten. Dies

ergibt fur das Beispiel:sig= 14 Beobachtungen. Die mittlere Anzahl der Beobachtungen ist

also beim SPRT etwa halb so grol3 wie beim festen Stichprobenplan, wenn die Nullhypothese
oder Alternative zutrifft.

4 Anwendung auf 2-Stichprobenvergleiche

Bei vielen praktischen Problemen soll entschieden werden, ob der Wert eines Zielparameters
bei zwei Stichproben gleich ist, oder ob der Zielparameter in der einen Stichprobe einen
groReren (oder kleineren) Wert hat als in der anderen. So kann bei einer klinischen Studie
danach gefragt werden, ob die Erfolgswahrscheinlichigegtner Prifbehandlung gleich der
Erfolgswahrscheinlichkeitr, einer Standardbehandlung ist, odemgbre gilt; oder es soll
entschieden werden, ob die Erwartungswerte einer ZielgroRe (z. B. Blutdrucksenkung) ftir die
Pruf- und Standardbehandlung gleich sind, oder ob der Erwartungswert fur die
Prifbehandlung groRRer als fur die Standardbehandlung ist. Die sequentielle Testung dieser
Hypothesen kann auf das im Abschnitt 3 geschilderte Verfahren zuriickgefiihrt werden, wenn
jeweils Paare von beiden Stichproben (z. B. ein mit dem Prifmittel und ein mit dem
Standardmittel behandelter Patient) sequentiell beobachtet werden.
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4.1 Paarweiser Vergleich binarer Ereignisse

Es sollen die Wahrscheinlichkeiten 14 und % zweier unabhangiger, Bernoulli-verteilter
Zufallsgréf3en verglichen werden. Das Problem tritt z. B. bei einer komparativen klinischen
Studie auf, in der die Erfolgswahrscheinlichkeiten zweier Behandlungen A und B verglichen
werden sollen. Dabei wird jeweils von einem Patientenpaar der eine mit A und der andere mit
B behandelt (bei randomisierter Zuteilung) und es werden die Erfolge und MiRerfolge der
beiden Behandlungen beobachtet. Zu entscheiden ist zwischen der NullhypethesetH

und der Alternative i Tg>To.

Wird ein Erfolg mit 1 und ein Mi3erfolg mit O kodiert, dann sind bei einem Paar die 4
Kombinationen: (1,1) (1,0) (0,1) (0,0) mdglich, wobei die erste Zahl des Ergebnis unter A

und die zweite das unter B angibt. Die beiden konkordanten Kombinationen (1,1) und (0,0)
tragen nicht zur Unterscheidung der beiden Hypothesen bei und werden daher nicht
bertcksichtigt. Es wird somit im Sequenzverfahren nur die Folge der diskordanten Paare (1,0)
und (0,1) berlcksichtigt. In dieser Folge ist die Wahrscheinlichkeit fir ein Paar (1,0)

n,(1-7,)
n,(1-7,) + m,(1-m,)

und die Wahrscheinlichkeit fur ein Paar (0,11 1Die Nullhypothese Klist somit &quivalent

der Hypothese H! M=My=%. Als Alternative sind zwei Werte, undTt, (Tu>Tr) vorzugeben,

deren Unterschied als relevant fur die Erfolgswahrscheinlichkeiten angesehen wird. Die
Alternative H nimmt fir den Wert1; an, der sich daraus ergibt. Der

2-Stichprobenvergleich wird so auf einen 1-Stichprobenvergleich der beiden Hypothgsen H’
und H’; zurlckgefiuhrt, der sequentiell mit dem SPRT des Abschnitts 3 durchgefiihrt werden
kann. Die Zahl m von Beobachtungen ist dabei die Zahl der beobachteten diskordanten Paare,
r die Zahl der dabei beobachteten Paare (1,0). Falls die Altermatimegepruft werden soll,

ist die Zahl r der Paare (0,1) sequentiell Gber der Zahl m der diskordanten Paare zu nehmen
undll; entsprechend zu definieren.

Wie Wald [6] gezeigt hat, wird durch die Beschrankung auf die diskordanten Paare der ASN-
Wert nicht wesentlich vergro3ert. Diese Beschrankung erlaubt aber die Festlegung der
modifizierten Nullhypothese auf den Wert %%.

4.2 Paarweiser Vergleich von zwei quantitativen oder ordinalen Mel3werten

Auch der Vergleich von zwei quantitativen oder ordinalen Zufallsgrofzeme > kann

durch Paarbildung auf den 1-Stichproben SPRT fir binare Variablen zurtickgefiihrt werden.
Bei den sequentiell beobachteten Mel3wertpaargxxwird jeweils festgestellt, ob;xx,

(+Paar) oder xx, (-Paar) ist. Paare, bei denen dies nicht entschieden werden kann, werden
nicht berticksichtigt. In der modifizierten Nullhypothesgwird festgelegt, daf3 die
Wahrscheinlichkeit fur ein +Paar gleich der Wahrscheinlichkeit fir ein -Paar istiglh,
wobeiT=P(X;>X,) die Wahrscheinlichkeit fur ein +Paar sein soll. Fur die Alternative ist ein
geeigneter Wernty festzulegen. Unter der Annahme, dafuKkd X zwei unabhangige,
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normal verteilte Zufallsgrof3en mit den Mittelwerignundp, und einer gemeinsamen
Standardabweichung sind, gilt: T=®(d[2/0), wobeid=;-1, und® die Standard-
Normalverteilungsfunktion bedeuten. Bei Vorgabe einer relevanten Diffégd@nn der
entsprechende Wert; berechnet werden. Zu diesen beiden WahrscheinlichkmjteV2)

und Ty und zu vorgegebenemund ist der SPRT zu konstruieren. Die Zahl r der +Paare ist
Uber die Zahl m der unterschiedlichen Paare aufzutragen.

4.3 Der sequentielet-Test

Beim Test der Unterschiede in den Mittelwenggrundp, zweier unabhéangiger und normal
verteilter Zufallsgrof3en Xund X mit gleicher Standardabweichuadangt die Likelihood

nicht nur von der zu testenden Differgnzy,, sondern auch noch vom Stérparameteab.

Die Likelihoodquotienten sind daher Funktionen des Storparanet8e dem oben
angegebenen Verfahren (das auf Armitage [1] zurtickgeht), wird diese Abhangigkeit durch
die Transformation:jzsign(x;-X») aufgehoben. Allgemein hat Wald [6] vorgeschlagen, diese
Schwierigkeit durch die Einfiihrung von Gewichtsfunktionen fir die Stérparameter zu
beseitigen. Die Likelihoodquotienten des SPRT sind dann die Quotienten der gewichteten
Likelihoodfunktionen unter Alternativ- und Nullhypothese. Eine andere Mdéglichkeit besteht
darin, statt der MeRwertfolge eine Folge von daraus berechneten Statistiken zu nehmen, deren
Verteilung von den Stérparametern unabhangig ist. Beim Vergleich der Erwartungswerte
zweier normal verteilter ZufallsgréRen mit gleicher Varianz erflillt die t-Statistik diese
Bedingung. Statt der Folge der urspringlichen MeR3werte wird die Rotge.t der

t-Statistiken betrachtet. Zu testen ist die Nullhypothes@&+{1-112)/0=0 gegen die

Alternative H: =9, (#0). Fur den SPRT ist die zur Folge der t-Statistiken gehérende Folge
der Likelihoodquotienten LRzu bilden und das Sequenzverfahren mit der Annahme der
Nullhypothese zu beenden, wenn fur ein m die GrosR.rst, und mit der Annahme der
Alternativhypothese, wenn LA ist, wobei BE/(1-a) und A=(1f)/a sind.

Die t-Statistik hat unter fine zentrale und unter ldine nichtzentrale t-Verteilung mit dem
Nichtzentralitatsparameté(nuny/(n+ny))”, wenn die t-Statistik aus n, Stichprobenwerten

der ersten und n, der zweiten Stichprobe berechnet wird. Es miussen somit fur m=1, 2, ... die
Werte der Dichten f(f ... t,;0) fur =0, undd=0 berechnet und der Quotient gebildet werden.
Dies kann durch die Faktorisierungif(t.tn;d)=f(tm;d)f(ty,...tn-1|tm) vereinfacht werden, da

der zweite Faktor nicht mehr v@nabhéngt und deshalb bei der Quotientenbildung entfallt.
Die Folge der Likelihoodquotienten Lfhat somit die Form: fd:)/f(tm;0), wobei im Z&hler

die Dichte der nichtzentralen t-Verteilung mit dem @guind den Stichprobenumfangen
abhangigen Nichtzentralitatsparameter und im Nenner die Dichte der zentralen t-Verteilung
stehen. Formeln fir diese Dichten sind bei Wald [6] und Wetherill [7] angegeben. Zur
Berechnung der t-Statistiken sind jeweils fortlaufende MeRwerte aus beiden Stichproben zu
nehmen. Man kann diese Stichproben in Gruppen vom Umfang k (>1) einteilen. Zur
Berechnung von twerden die Wertey, ...x der ersten Stichprobe und die Werie X. Xx

der zweiten Stichprobe verwendet, zur Berechnung ¥oustitzlich die nachsten k Werte
beider Stichproben usw. Der Likelihoodquotient zur Statigtikttdann der Quotient aus

dem Dichtewert f;0,) der nichtzentralen t-Verteilung miirtk-2 Freiheitsgraden und dem
Nichtzentralitatsparametég(kh/2)”* und dem Wert f(t,) der zentralen t-Verteilung mit k-
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2 Freiheitsgraden.

Nach diesem Prinzip |assen sich auch mit anderen Teststatistiken (Chi%-Test, F-Test)

sequentielle Testverfahren zu den entsprechenden Hypothesen konstruieren, soweit sich die
Vertellungsdichten dieser Statistiken faktorisieren lassen. Bedingungen fur diese

Faktorisierung sind in einer Arbeit von Cox [4] angegeben. Ein Problem durfte allerdings die
Verfugbarkeit geeigneter Algorithmen oder Programme zur Berechnung der Dichteverteilung
sein. Deshalb wurden bisher diese sequentiellen Tests kaum angewandt. Im néchsten
Abschnitt werden eine Approximation der Likelihoodquotienten und darauf beruhende
Sequenzverfahren angegeben, mit denen fir eine Vielzahl von Testproblemen sequentielle
Verfahren leicht konstruiert werden kénnen.

5 Approximation des L og-L ikelihoodquotienten mit den Statistiken Z und V

Wir nehmen an, dal fur einen Param@tder Verteilungsdichte f(8) die Nullhypothese

0=0 gegen eine Alternativ@=06, mit den Stichprobenwerten,x.x, getestet werden soll. Die
Stichprobenwerte sind Realisationen von unabhangigen und identisch verteilten
Zufallsgrof3en mit der Verteilungsdichte ®%; Der Logarithmus der Likelihood:
I(x;8)=In(f(x;0)) hangt fur gegebene x-Werte (die mgymbolisiert werden) vom Parameter
0 (und u. U. noch von Storparamet@rpab. Ist nur der Paramet@wvorhanden, dann kann
I(x;0) fur 8-Werte, die nicht allzuweit von 0 entfernt sind, in eine Taylorreih®sén
entwickelt werden:

I(x;8) = 1(x;0) +0l,(x;0) + 1/182Iee(x;0) + 0@
Dabei bedeuten tlie erste Ableitung ung,ldie zweite Ableitung nacé.
Mit der Bezeichnung:
Z=1(x;0) und V =+(x;0)

und unter Vernachlassigung von Gliedern der OrdnuiSd) @{utet somit die Log-
Likelihood:

I(x;0) = const. 40Z - V0%V

Hangt die Likelihood-Funktion noch von einem Vektor von Storparametefdy; ,Wo,... )’

ab, so sind diese geeignet zu ersetzen. Entsprechend dem Vorschlag in Whitehead [7, 8]
werden in der Log-Likelihood-Funktion die Stdrparameter durch ihre Maximum-Likelihood-
Schatzwerte fur gegebe@®rsetzt. Damit ist die Log-Likelihoodfunktion nur noch eine
Funktion vonB, die umB=0 in eine Taylorreihe entwickelt wird. Diese Entwicklung wird nun
hergeleitet. Zunachst werden einige Hilfsformeln gebracht:

Maximum-Likelihood-Schatzer (ML-Schatzer) fijirbei gegebenei (die mit™(0)
bezeichnet werden) sind Losungen des nichtlinearen Gleichungssygi@xg=0. Dabei
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bedeutet 1, den Vektor der Ableitungen von | nach ;. Der ML-Schatzer beB=0 wird mit P
(= Y™ (0)) bezeichnet. Durch Taylorentwicklung vn(6) um6=0 erhalt man:

WA B) =Y +68yny(0) + OF?)
wobei”, der Vektor der Ableitungen vap*(0) nach® ist. Dieser Vektor kann als Losung
eines linearen Gleichungssystems mit der Matrix der zweiten Ableitungerbyphriachy;
undy; als Koeffizienten dargestellt werden, dielg|g8,y"(6)) geschrieben wird. Aus der
ML-Gleichungl(8,p"(0))=0 folgt namlich:

%(|w(@,tp"(e))ﬂe¢(9,L|J"(G))+|ww(e,qJ’\(G))qJe’\(e) =0
und daraus:
(6) = -y (B.WN(0))4y(8,WN(8))

PN(0) = gy (O )l (OW)

WA (O) - Y = Blyy (0 )l (W) + 0@

Insbesondere gilt:

und

Es wird nun die Taylorentwicklung vorB|()X(8)) um (01°) betrachtet:

(BW @)= 1047 +61,04) + W)W )IOW) + ¥, 00) +
+ 81,04 ) (W O)-W) + %)W)y (O )WNE)-Y) + OF)

Das Glied @*(8)-w)1,(0,0") ist 0, dap” ML-Schétzer be®=0 ist.

In den beiden letzten Gliedern wige (8) - W" durch 81y, (0,W")l,,(0,W") ersetzt. Dies
ergibt:

Bl (O ) (WNB)-) = 687,40 ) gy (OW) oy (OW")

und
Yo(N(0)-W )Ty (O ) (WA(B)-W') = Y87 100 ) lyy (O4") 1o(O4)
Die Summe dieser beiden Glieder ist82,(0,W")'lyy (O.W) 1, (OW").

Dies ergibt fur die Taylorentwicklung:

I0,WN(©)) = 10W) +81,(0W) +1/26%(1,,(OW)- Iy (O )Ty (OW") 1o(O.W)) +OE)
= const. #0Z - ¥V + O(©).

mit:
Z=1,04")

V = -(1g(O")- 1o (O )y "(O") 1iy(O.0))

Im folgenden wird angenommen, daf3 die Verteilungsdicht8)foyr vom Parametdr
abhangt. Falls Stérparameter vorhanden sind, dann sollen diese durch ihre Maximum-
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Likelihood-Schatzer bei gegeben®rersetzt sein.

Die Statistik Z=](x;0)= ZidIn(f(xi;0/008))=%f (xi;0)/f(x;;0) wird ‘Score-Statistik’ (efficient
score) genannt. Sie charakterisiert Abweichungen von der Nullhypothese. Die Statistik
V=-1,(x;0) hangt mit ‘Fisher’s Information’ ® zusammen. Diese ist definiert als:

1(8)=E((1,(X;8)?|8)=-E(l,,(X;0)|0)=-Z,E(@In(f(X ;;8))/06%8)=mIi{B)

wobei die Stichprobenwertg,Xx..x, durch die entsprechenden Zufallsgrol3eer¥etzt sind
und E(.§) den Erwartungswert beztglich der Verteilung@fsymbolisiert. Die Gré3e
i(6)=E((@In(f(X; 8)/08)0)=-E(@°In(f(X; 6))/06%B) ist die Information einer Einzelbeobachtung
beziglich des Parametdts

Die Statistik V ist ein Schatzwert fur 1(0)=¢®), der fir6=0 erwartungstreu ist; d. h.
E(V|0)=1(0)=n1i{0). Sie kann als Kennwert des ‘informativen’ Stichprobenumfangs
angesehen werden, der bezigban Z enthalten ist. Asymptotisch strebt V &0 gegen
[(0) und kann fur nicht zu grof3e Betra@pdls Approximation von &) angesehen werden.
Die Approximation gilt exakt, wennInicht von den Stichprobenwerten uhdbhangt. Dies
ist z.B. bei m Stichprobenwerten der Fall, die unabhangige Realisationen einer normal
verteilten Zufallsgrof3e mit Mittelwef und Varianz 1 sind. Es ist dangs3Ix-m0 und |,=-
m; d.h. Z=x; und V=m=I1(0)=10Q), da | nicht vorb abhangt.

Die Statistik Z=|(0)=ZidIn(f(X;0))/00=Zif(Xi;0)/f(X;;0) ist als Summe von unabhéngig und
identisch verteilten Zufallsgré3en nach dem Hauptgrenzwertsatz asymptotisch normalverteilt.
Aus der Approximation:,(8)=l,(0)+0l(0) folgt:

E(ZR)=E(I,(0)P)=E(I,(0)[8)-8E(l:,(0)I)

Bei regularen Likelihoodfunktionen (bei denen Integration und Differentiation vertauscht
werden kdnnen) gilt:

E(1,(0)18)=[(aIn(f(x; 8)/08)f(x; B)dx=[(f,(x;B)/f(x; 8))f(x; 8)dx=0/00(ff(x; 6)dx)=0
da das letzte Integral unabhangig Wogleich 1 ist. Es gilt somit approximativ:
E(ZP) = -6E(I,(0)P) = 8V

wobei im letzten Ausdruck der Erwartungswert ;J8)8) durch den Schatzwert V ersetzt
wurde.
Fur die Varianz von Z30) gilt:

var(Z) = E(|(0)6) - °E(,(0))” = E(Ly(0)B)(1-6°E(l,(0)8)) = V(1-6°V) = V

wenn | hinreichend klein ist, so d#&RV vernachlassigt werden kann.
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Approximativ gilt somit fur hinreichend grof3e Stichprobenumfange m und k@it h. bis
auf Ausdriicke der Ordnung &}):

Z~-N@®V, W ) ;
d.h. Z ist asymptotisch normal verteilt mit MittelweB&(l,,(0)|9) = 8V und Varianz
E(l(0)B)(1-8’E(l,,(0))) = V.

Um mit Z die Hypothes8=0 gegen die Alternativ@=0, zu vorgegebeneio undf3 bei
festem Stichprobenumfang zu testen, ist der Stichprobenumfang so zu wahlen, daf3
V2(zy.,+2,.,)718,% ist (wobei fur V der asymptotische Wert 1(0) zu nehmen ist). Die
Nullhypothese ist abzulehnen, wenn bei positi@&nr>z. ./ , bei negativend;, Z<-z.
.4V ist. z, und z sind die 1e bzw. 1§ Quantilen der Standard-Normalverteilung. Der
Maximume-Likelihood-Schatzer iy ist Z/V (=1,(0)/-1,,(0)), ein (1&a)-Konfidenzintervall:

ZIN+z 1_q/2/ \/\7 .

Mit den Statistiken Z und V ist (unter Vernachlassigung von Ausdriicken der Ordnéfy O(
der Log-Likelihood-Quotient zum Test v@r0 gegen die Alternative=0;:

Irm = IN(LRy) = 6:Zm - ¥0:2V

wobei der Index m bei Z und V andeutet, daf’ diese Statistiken mit den Stichprobenwerten
X1,... Xn ZU bilden sind.

Der mit Z und V gebildete SPRT hat den Fortsetzungsbereich:
aotbVm < Zyn < a+bVn
mit:
1 B -
==In(-—/); ==In(—>); b==
o= ) = o ) 0

Der Bereich ist im Z-V-Koordinatensystem von parallelen Geraden begrenzt. Erreicht der
Pfad die obere Gerade, so wird Bet0 die Alternative angenommen, bei Erreichen der
unteren Geraden die Nullhypothese. B8gi0 ist bei Erreichen der unteren Geraden die
Alternative anzunehmen und bei Erreichen der oberen Geraden die Nullhypothese.

Die Powerfunktion dieses sequentiellen Tests ist:
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P(0) = 1ol — fur6# 0.5,
!_Bﬁl—za_ B Hl—zofl
[ o [ [1-al

und

Die ASN-Funktion ist:

s pe d%=d o @ m-pp™
'”E%%‘ ék@ g'”@m% ﬁ@
20 -2 []

g% p [
91(9'0-591)%§ _@l.fag E

ASN(0) = 9—12|n(1'7“) In(%) fiir 6=0.59;

H
ASN(0) = ﬁ fiir 620.50,

und

Diese Formeln folgen aus den im Abschnitt 2 gebrachten allgemeinen Formeln fur die
Powerfunktion und ASN-Funktion des SPRT. Es wird dabei angenommen, dal3 zu einem
gegebenen (ganzzahligen) V die Statistik Z als Summe von V unabhéangigen und normal
verteilten ZufallsgroRen unit Mittelwert© und Varianz 1 dargestellt werden kann; d. h.
Zy=Zu;, wobei y Realisation von Ust. Es gilt dann fur den Log-Likelihood-Quotienten:

|I'V: elzv-j/zelzv = Gl(ZV-1/261V) = Glz(ui-l/zﬁl) = Glzzi.

Far die im Abschnitt 2 eingefiuihrten Funktionef)h§nd E(z) ergibt dies: {)=1-(20/6,)
und E(z0)=6,(6-28,). Damit ergeben sich die obigen Formeln fiB)R(hd ASNE).

Erfolgt die Entscheidung Uber Fortsetzung oder Abschlul? der Stichprobenerfassung nicht
nach jedem Stichprobenergebnis, sondern jeweils bei Vorliegen einer Gruppe von
Stichprobenwerten, dann kann ein ‘overshooting’ vorkommen; d. h. der Pfad ist am Ende der
Gruppe bereits Uber die Entscheidungsgrenze hinausgelaufen. Man kann diesen Effekt durch
eine Verengung des Fortsetzungsbereichs reduzieren, wobei die Reduktion dem bei der
gegebenen GruppengrélRe zu erwartenden Betrag des ‘overshooting’ entspricht. Unter der
Annahme der Normalverteilung von Z ist dieser Erwartungsdesr®.583/AV, wobeiAV

der (asymptotische) Wert der Information V fur die Gruppe ist (Whitehead [7, 8 ]). Statt der
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Achsenabschnitte ay und a; sind bel gruppensequentiellen Tests die Achsenabschnitte
ay=agtda bzw. ay’'=a-da zu nehmen. Die Neigung b bleibt unveréandert. Die Gruppengrolie

kann fur jede Inspektion variabel sein. Der Wartist dann fur jede Gruppengrol3e getrennt
zu berechnen.

Mit den Statistiken Z und V kénnen fir viele Testprobleme adéaquate Sequenzverfahren
konstruiert werden. Die Konstruktion von Z und V fir normal verteilte und Bernoulli-
verteilte ZufallsgroRen wird im folgenden Anschnitt 6 erlautert. Flr Testvergleiche bei zwei
Stichproben werden im Abschnitt 7 die Formeln fir Z und V unter verschiedenen
Verteilungsannahmen gebracht.
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6. Zund V bei einer Stichprobe
6.1 Normal verteilte GroRen

Die Stichprobenwerte x4, ... X, seien Realisationen von unabhangigen und identisch normal
verteilten ZufallsgréRen mit Erwartungswartind Varianzo®. Es wird zunéchst
angenommen, daf® bekannt sei und die Nullhypothgse0 gegen eine Alternatie=;

(>0) zu den Irrtumswahrscheinlichkeiterund3 getestet werden soll. Die log-Likelihood
lautet:

. 2 1 2 2
I(x;8) = -Yamilh(210°) - — (xj —u)
G =1
wobeix=(Xa,....xn)' der Vektor der Stichprobenwerte ist.

Durch die Reparametrisierung= p/o erreicht man, daf3 bei vielen Testproblentr [1
angenommen werden kann. Mit dieser Reparametrisierung gilt:

I(x;0) = -Yamilh(2mo?) - %g(%—e)z
i=1

. B m Xi_ _im -
1,(x;0) = Zl(g 0) = . le, m [

lee(X;e) =-m
Daraus folgt:

Z =14(x;0) = %iglxi V=m

Ist o unbekannt, dann liegt ein Stérparameter vor. Mit der Reparametrisigrprgund
W=1/o lautet die log-Likelihood:

(x;6,0) = -YenIn(2r) +miln(y) - % 3 (yx; —0)2

i=1
Damit ist:
m
l,(x;:8,4) =y > x; -m6
i=1
m m m
L(x8W) = — -y y xF+0y x
v ooi=: i=1
loo(X;6,4) =-m
m
L, (0W) = 3 X;
i=1
‘//ZE X7 +m
1,,(:0,4) = Z/—z
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ML-Schatzer funp bei gegebeneidist Losung der quadratischen Gleichung:

22 2 <
voS X —y0H X;—-m=0
i=1 i=1
Die positive L6sung dieser Gleichung ist:

\If(e):%ei;]l T \/GZEZXiEZ+4mZXi2

inz 22xi2 =1 1=1
i=1 i=1

Darausfolgt:

Esist somit:

2 Xi
Z=1,04%) = =1

V = - (lg(0,0%) - 1, (;0,y*) 1, (6;0,p*) = m - ST
2% xi2
i=1
Fur P|<<1 bleibt die Statistik Z dem Betrage nach klein, so dal in diesem Falbfér m
V - m gilt.

6.2 Bivariate (Bernoulli-verteilte) Gro3en

Die Stichprobenwerte x, ...xm sollen Realisationen unabhangiger und identisch Bernoulli-
verteilter Zufallsgréf3en sein; d.h. sie nehmen nur die Werte 0 und 1 an mit Pr{XZW)=
testen ist die Nullhypothese1, gegen eine Alternative=ty (>To). Wurde in der Stichprobe
r-mal die 1 und (n-r)-mal die O beobachtet, dann lautet die log-Likelihood:
I(x;T) = const + Hh(17/(1-1)) + mih(1-m).

Nach der Reparametrisierung:

o =In™L "m0

no(l—-m)
lautet die log-Likelihood:
I(x;8) = const +r@+y) - mIh(1+€™) mity = In(my/(1-1o)

Es folgt:

e@+y e@+y

und J(x;0) =-m+—
1+t (1+ ee’”/)2
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Damit ist:

Z=1,(x;0)=r-m =r-mrp
1+e’
eV
V = - (X;0) = m+——5 = mmy(1-Tp)
prerf

7 Die Statistiken Z und V be 2-Stichproben-Vergleichen

Bei einem 2-Stichproben-Vergleich liegen n; Mel3werte X der ersten Stichprobe ung n
MelRwerte ¥ der zweiten Stichprobe vor. Die MeRRwerte der ersten Stichprobe sind
unabhangige Realisationen mit der Verteilungsdicht®f(k); die der zweiten Stichprobe
haben die Verteilungsdichte fdg;s). . undd, sind die interessierenden Parameterdind
soll Stérparameter symbolisieren. Zu testen ist die Nullhypothgse+d, gegen eine
(einseitige) Alternative, z. B;>d,. Um zu einer einfachen Nullhypothese zu kommen, ist
eine Reparametrisierung erforderlich; d. h. es wird ein neuer Pardghesteiefuhrt, so daf}
der zusammengesetzten Nullhypotheselid einfache Nullhypothese,H0=0 entspricht.
Als Alternative wird ein Wer8; fixiert, der durch Vorgaben fié, undd, berechnet werden
kann. Im allgemeinen wird dabei ein neuer Stérparangetargefiihrt. Empfehlenswert ist
folgendes Vorgehen:

Die Paramete® und@ werden definiert al9="2(5:-0,) und@=%2(,+0,). Fur die
urspringlichen Paramet® undd, gilt dann:&;=@+0 undd,=@-0. Fur die Log-Likelihood-
Funktion gilt:

1(x,y;0,0.W) = 190x;8,,W) + [%(y;5,,0)

Daraus folgt fur die Ableitungen (wobei die Argumente und Parameter weggelassen werden):

|e — Ial(X) _ |62(Y)

b= Pk

W W v

lee |y =1 161(X) + |6262(y)
|e(p — Ialal(X) _ |5252(y)

|ellJ — Ialw(X) _ |62¢(Y)

|qle — Ialw(X) + |62 (%

lw Iww(X) + Iw&)

Die Schatzwertg* und y* sind Ldsungen der beiden Gleichungen:
(@) + 12" %) = 0 und (¢4 + 1,9(@" 1) = 0
Damit kdnnen die Statistiken Z und V berechnet werden.
Im folgenden werden Formeln fiir Z und V fur einige 2-Stichproben-Vergleiche angegeben.
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7.1 Binare ZielgroRen

In der ersten Stichprobe wurden bei n; Beobachtungen r; Erfolge festgestellt, in der zweiten
Stichprobe bei n, Beobachtungen r, Erfolge. Die Wahrscheinlichkeit fir einen Erfolg ist in
der ersten Stichprole und in der zweiten Stichprolig. Zu testen ist die Nullhypothese
TL=Tp gegen eine einfache Alternative.

Testparameter:
0=In 1(1_7[2) E
2(1_7[1)
Damit ist:
7= Nalri-Mro
ntn
und

V= nlnz(r1+ I’2)(ﬂ1+ N2~ (I’1+ rz))
(n1+ I’lz)3

Werden n und i im festen Verhaltnis R(3/m,) vergrol3ert, so gilt (mit Nsan,)
asymptotisch fur N» co:

V>N (1+RR)2 71?1(1—71?1) firm =10
V- N 1+ R)4 (R’}Il +71?2)(1+ R - (R’]Il +71?2)) fur £

7.2 Quantitative (normal verteilte) Zielgrol3en

Es liegen 2 unabhangige Stichproben quantitativer Grol3ghupd {x»} vom Umfang n
bzw. iy vor. Die x; sind unabhéngige Realisationen normal verteilter Zufallsgrof3en mit
Mittelwert g, und Varianzo?, die %; von normal verteilten ZufallsgréBen mit Mittelwet
und Varianzo®. Zu testen ist die Hypothese:Hi;=|1» gegen eine einfache Alternative.

Testparameter ist:
9 - “‘l- “‘2
(&)

Man berechne die Mittelwertg, und X, der beiden Stichproben und den M-L-Schétzer fir
o° beiB=0:
Szz(leiz + ZXZiZ - (ZXli + ZXZi)Z/(n1+n2))/(n1+n2)
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Damit ist:
7= nln2 [??1')(_2
n+n, S

— MmNz 22
m+*n 2(n1+n2)

Werden n; und n, im festen Verhaltnis R(3/m,) vergrol3ert, so gilt (mit Nsan,)
asymptotisch:

R (:ﬂ fUI’ n1: n2: N/2)

Vagmpt =———5 [N

7.3 Ordinale Zielgrof3en

Es liegen 2 unabhangige Stichproben}{xnd {x»} vom Umfang n bzw. n, vor. Die
Stichprobenwerte seien Realisationen von unabhéangigen Zufallsgre®emw XX, , die Gber
k (>2) ordinale KategorienCC,, ... G diskret verteilt sind, mit den Wahrscheinlichkeiten:
P(X=C)=my, und P(%=C,)=T. Es werden die kumulativen Wahrscheinlichkeiten fir
Kategorien kleiner oder gleich @it Qy=Tu1+Tho+...Th; und Q=T +Tho+.. T (j=1,...k-1)
bezeichnet.

Testparameter ist:

Qlj (1' sz)

0=In——7"="

Q,(1-Qy)

Es wird angenommen, dal dieser Parameter fur alle j denselben Wert hat, so dafl3 ein
beliebiges j (=1,...k-1) gewahlt werden kann (proportional odds ratio).

Bezeichnet p die Zahl der Beobachtungen der ersten Stichprobe, die in die Kategorie C
fallen, und i, die der zweiten Stichprobe mit dieser Eigenschaft (r=13nsm, Znx=ny),
dann werden folgende Grol3en berechnet:

L1j=n11+...+nl(j-1); L2j=n21+...+ﬂz(j-1); far j:2,k Ly;1=L»=0
Ulj:nl(j+1)+...+nlk; Uzj:nz(j+1)+...+l'hk); far j:l,...k-l; U:=U,=0
Nj:n1j+n2,- far jzl,...k; N:ZNJ'

Damit lauten die Formeln fir die Statistiken Z und V:

1 & 1 «
Z=——3ny(Ly-Uy)=- = S ny(Ly-Uy)

N+1= N+l =
-z . W
N+2 (N+1)(N+2)
mit
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k
W= zl(nlj (n2-nz) + nynz (N -Nj) + 2y LUz + 2N Ly Uy)
=
Man beachte, daf3 Z der Mann-Whitney-U-Statistik entspricht.
Werden nund n im festen Verhaltnis R(3/m,) vergrol3ert, so gilt asymptotisch untey. H

RN K N k .
—(1‘ z 7TJ3) (: Tz(l' Z 7T13) far ni= Nn2= N/2)
y &

V =
W3R+ A

wobei 11, die Response-Wahrscheinlichkeiten fur die Kategoriear@er H sind. Diese
Werte sind problemadaquat vorzugeben.

Der Test kann auch als ,parameterfreier” Test fur Unterschiede in den Verteilungen zweier
guantitativer Stichproben benutzt werden. Die k Kategorien werden dann von den
verschiedenen Stichprobenwerten beider Stichproben gebildet.

7.4 Zensierte GroRen (Uberlebenszeiten)

Als Beispiel wird angenommen, dal3 eine Patientenstichprobe vom Umfampainem
Arzneimittel A und eine zweite davon unabhangige Stichprobe vom Umjfang dem

Mittel B behandelt wurde. Beobachtet werden die Uberlebenszeitim auch zensiert sein
konnen; d. h. bei einem Teil der Patienten ist nur die Zeit der letzten Visite bekannt und zu
dieser Zeit haben sie noch gelebt. Die Uberlebenszeiten der ersten Stichproben sind
unabhangige Realisationen einer ZufallsgroRmit der Verteilungsfunktion ), die der
zweiten von F mit der Verteilungsfunktion #&) (t=0). Es wird das proportional-hazard-rate-
Modell A1(t)=A2(t)exp®), wobeiAi(t) die Hazardfunktion der Gruppe i (i=1,2) ist)
angenommen. Damit ist:

1-RO = (1-F1)*

Der Parameted ist die log-hazard-rate. FB=0 sind beide Verteilungen gleich, fg#0 sind
die Uberlebenszeiten in Gruppe 1 kiirze tiBF,(t)) und fiir8<0 langer ((t)<Fx(t)).
Zu testen ist die Nullhypothe®e0 gegen eine einfache Alternati®e

Der Parameted, kann mit den beiden Uberlebensrateltghund Q(to) fur eine willkirliche
Beobachtungsperiodgfestgelegt werden. Es ista®)=1-Fi(to) und Q(to)=1-Fx(to). Daraus
folgt:

_ 1y INQ(t))
In(Q, (t,))
Es wurden in beiden Stichproben insgesamt k verschiedene, nicht-zensierte Uberlebenszeiten

beobachtet. Diese werden der Grof3e nach georgkigt.1.<i. Die folgenden
Bezeichnungen werden eingefuhrt:

unabhangig vony t

€ = Zahl der Patienten der Gruppe 1, die unmittelbar;vadh leben
& = Zahl der Patienten der Gruppe 2, die unmittelbar;vadh leben
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i = Zahl der Patienten der Gruppe 1, die zur Zeit t; sterben

dai = Zahl der Patienten der Gruppe 2, die zur Zeit t; sterben
E =€yt &
Di = dy + Oz

Mit diesen GrofRen lauten die Formeln fir Z und V:

_ K eydi-eids
7 = v St " it
igl Ei

kK PDA(E-PD)e. o
v = < Di(Ei-D)eies

i=1 Eiz(Ei -1)

Die Zahl g; bzw. g; gibt die Zahl der Patienten an, die zur Zeih der Gruppe 1 bzw. 2 dem
Sterberisiko ausgesetzt sind. Das sind alle Patienten der jeweiligen Gruppe, deren Sterbezeit
oder Zensierungszeit (Zeit der letzten Beobachtung) gréf3er oder glsich t

Wenn zu den Zeiten jeweils nur ein Patient der Gruppe 1 oder 2 stirbt (dylurdi ¢; sind
entweder 1 oder O undE1 fur alle i) dann gilt fur V:

K e
V=
igl Ei2
Wenn fiir alle Sterbezeitendas Verhaltnis e, der ‘exponierten’ Patienten annédhernd mit
der Allokationsrate R=in, Ubereinstimmt, dann folgt aus dieser Formel:

R
=~—ED(t
Vawmpt (R + 1)2 ( 0)
ED(to) ist der Erwartungswert der Anzahl k aller Ereignisse (Tod) in der Beobachtungszeit t
Dieser Erwartungswert ist:

N(t

ED(to) =m (1= Quto)) + ne(1=Q,(t)) =27+ 0) 1 (RA= Q1)) +1-Q;(t))

wobei Q(to) und Q(to) die Uberlebensraten fiir die Gruppe 1 und 2 in einer willkiirlichen
Beobachtungszeig ind N() die Gesamtzahl der Uber die Zgibeobachteten Patienten
sind.

Daraus ergibt sich asymptotisch fur V:
_ RN(t,
(1+R)’

N(t

(R(l_Ql(to))+l_Q2(to)) (— 0) (2 Ql(to) Qz(to)) fur nl—nZ—N)

\% awmpt

8 Sequentielle Dreieckspléne (geschlossene Plane)

Ein wesentlicher Nachteil des SPRT besteht darin, dal3 er eine offene Fortsetzungsregion
besitzt. Wenn auch der Sequenzpfad mit Wahrscheinlichkeit 1 nach endlich vielen Schritten
zu einer Entscheidung fiihrt, so kann dies aber sehr lange dauern. Wald [6] hat deshalb
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vorgeschlagen, die Sequenzprozedur nach einer endlichen Zahl n* zu beenden yrad fir H
entscheiden, wenn InB<sikO0 ist, oder fur die Alternative zu entscheiden, wenn,0<ilnA

ist. Damit gelten fur die Irrtumswahrscheinlichkeiten nicht mehr die vorgegebenen Goenzen
undp. Diese kdnnen selbst bei n*=1000 noch betrachtlich (bis zum Doppelten) Uberschritten
werden. Armitage [2] hat vorgeschlagen, die Begrenzungsgeraden des Fortsetzungsbereichs
S0 zu verandern, dal? bei einer Beendigung des Verfahrens nach n* Schritten (es soll dann die
Nullhypothese angenommen werden, wenn vorher keine der Grenzen erreicht wurde) die
Irrtumswahrscheinlichkeitea undf eingehalten werden. Als Zusatzbedingung hat er dabei
festgelegt, dal3 Uber den gesamten Verlauf der oberen Begrenzung der Likelihoodquotient
konstant gleich (PB)/a sein soll. Er hat approximativ die Lage der Begrenzungsgeraden
bestimmt, die dieser Bedingung geniigen anddf3 einhalten.

Ein anderer Vorschlag fur geschlossene Sequenzplane wurde vor allem von Whitehead [7, 8]
unter Verwendung der Statistiken Z und V propagiert. Bei diesen Planen wird der
Fortsetzungsbereich durch ein Dreieck begrenzt, wie dies in Abb. 2 gezeigt ist. Die Plane
heiRen deshalbreieckspléne Diese Plane sind primar fur symmetrische
Irrtumswahrscheinlichkeitea=3 entwickelt. Das Dreieck, das den Fortsetzungsbereich
begrenzt, hat eine Seite auf der Z-Achse von -a bis +a. Die beiden anderen Seiten werden
durch eine GroRRe ¢ bestimmt (vergl. Abb.2).

Die Entscheidungsregel zur Entscheidung vgned0 gegen ht 6=0, lautet: Setze die
Beobachtung fort, wenn:
-a+3cVm <Zpm <atcVp

Fur06,>0 ist Hh anzunehmen, wenn,Z-a+3cV,,, und H anzunehmen, wenn,2a+cVy,; fur
0:<0 ist umgekehrt zu verfahren.

Die Irrtumswahrscheinlichkeitem und3=a werden eingehalten, wenn fir a und c gilt:
a=2In(1/2a)/6;, c=0,/4

Die beiden Geraden, die den Fortsetzungsbereich begrenzen, haben die Achsenabschnitte -a
und a und schneiden sich im Punkt4d Vimax) mit

Vi = a/C = 8In(1/&)/0:%;  Znex = 2a = 4In(1/2)/6,
Wird dieser Schnittpunkt exakt erreicht, dann ist die Alternative anzunehmen.

Als Beispiel sei ein Vergleich der Wahrscheinlichkeiterundty, zweier binérer Variablen
betrachtet. Zu testen ist die Nullhypothesem, gegen die Alternativen=0.6 undrp=0.5.
Testparameter ist die log-odds-ratio (vergl. Abschnitt 6.2) mit dem Referenzwert
0,=In(0.60.5/(0.40.5))=0.405. Damit folgt flia=3=0.05:

a=11.36, c=0.101, W=112.48, 4«x=22.72
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Fur mo=(Ty+13)/2=0.55 entspricht dem ein=4Vma/(Th(1-15)=1818 (bei =ny). Bei

festem Stichprobenumfang ist ein(z:.,.+21.,)/6:°=65.5 oder N=1060 erforderlich. Der
Sequentialplan kommt im Mittel beig)j =35.18 zu einer Entscheidung, wenn die Null- oder
Alternativhypothese zutrifft. Dies entspricht einem Gesamtstichprobenumfang.yeb69.
Falls6="%0, ist, endet das Verfahren im Mittel beiy-47.06 bzw. N,=760

Beobachtungen. Im Mittel kann also beim Sequenzverfahren fast die Halfte der fir feste
Stichproben erforderlichen Zahl von Beobachtungen eingespart werden. Maximal kann
allerdings beim Dreiecksplan der Stichprobenumfang um ca. 80% grof3er werden als bei
festem Stichprobenumfang. Dies ist allerdings sehr unwahrscheinlich.

Verfahren mit unsymmetrischen Irrtumswahrscheinlichkeiet8) konnen durch eine
Modifikation des Referenzwert®s aus den symmetrischen Verfahren abgeleitet werden.
Entsprechend einem Vorschlag bei Whitehead [8] ist ein symmetrischer Dreiecksplan mit
dem gegebeneam und einem modifizierteB;' zu konstruieren, der fir diesen Referenzwert
und’'=a dasselbe ¥ ergibt, wie es bei festem Stichprobenumfangfs und6;
erforderlich ist. Der modifizierte Referenzw8it wird somit aus der Gleichung:

(221, /01') = (21, +21.0) 104
bestimmt. Dies ergibt:

0, = 291/(1+21_B/21_G),

wobei z., und z., die 1a- bzw. 1§-Quantilen der Standard-Normalverteilung sind. Die
Kenngrof3en a und c der Begrenzungsgeraden sind somit bei unsymmetasehédf

a= (14z1p/21:0)IN(V20)/81, €= 01/(2(1+21-p/21-0))

Wahlt man im obigen Beispiel=0.05 und3=0.20, so ergibt sich ein modifiziertes=0.54
und damit a=8.58, c=0.13,,;=1035, N;x=608, Nx,=325 fiir6=0 odert=0, und N.,=434
far 6=Y20;.

Nimmt man die standardisierten Koordinaten BsZ=und Vs#,?V, dann erhalt man
Begrenzungsgeraden, die unabhéangig&osind und nur noch vom und abhangen. Die
Kenngrol3en der standardisierten Begrenzungsgeraden sind:

as = (1+z,/z;.,)In(1/20) und cs = 1/(2 (14z/z1.,))

Die Begrenzungsgeraden des Fortsetzungsbereichs im standardisierten (Zs, Vs)-
Koordinatensystem sind damit:
obere Begrenzung: Zs = as f¥§ untere Begrenzung: Zs = -as +[8es

Es soll nun gezeigt werden, dal3 ein symmetrischer Dreieckstgytdie Bedingungen:

P(Oka und OC@y)<a erfullt. Es bedeutet BY die Powerfunktion (Wahrscheinlichkeit H
anzunehmen, werthgilt) und OC@) die OC-Funktion (Wahrscheinlichkeizldnzunehmen,
wenno gilt). Als Fortsetzungsbereich wird der Bereich: -84V, < Z,, <a+¥B1Vy, mit
unbekanntem a angesetzt. Fir das symmetrische Verfahren soll die Symmetrieforderung:
P(©:-0)=1-P@) und OCP;-0)=1-OC@) gelten. Insbesondere gilt: OCH¥= P (VD) = Y.
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Fur die Herleitung wird angenommen, daf3 die Statistikd\Wrch ihren Erwartungswert ml
(mit I=i(0O)=Fisher Information von x fi®=0) ersetzt werden kann und fux#(0) die
Approximation: f&m;0)Jexp@®Z.-¥48°ml) gilt (OIbedeutet ‘proportional’).

Die Hypothese glwird nach m Beobachtungen angenommen, wegnaad¥8;,ml ist. Die
Menge der Punkte,=(Xa,...Xn)", fur die Hy angenommen wird, wird mit,Bbezeichnet. Es
ist:

OC(@1) = Pr(Annahme b8:) = 5 [f (X,,:6,)dX,,
mzlsrn
AUS f(Xm:0) CEXpOZm-v20°ml) folgt: f(Xm:O1)/f(Xm;¥401) = exp(VBrZm-(3/8)8.°ml).
Fur alle Punktey, aus B, ist (wegen 4<-a+¥B;ml): f(Xm;01)<exp(-¥B.a)f(xm;¥20,) und:

OCE:) = eXp(-/813) 3 [ F(Kyi->0,)0K., = eXP(YBLAIOCHE:) = Yoexp(-+612)
m=18,
Da OC@y)<a sein soll, folgt daraus: a=@jIn(1/2a).

Die Alternative H wird bei einem gegebenen m fiir die Mengewn x,-Werten
angenommen, fur die,.Z2a+¥B;ml gilt. Es ist somit:

P(0) = Pr(Annahme HD) = f [T (X,:0)0x,,
m=1A,,
Fir allexy, aus A, (mit Zy=a+¥B;ml) ist: f(xm;0)<exp((-¥H.a)f(x;¥20;)) und damit:
P(0)< exp(-¥B1a) f i f(xm;%el)dxm = exp(-¥B1a)P(¥B,) = Yeexp(-Y0,a)
m=1A,,

Mit a=(2/8,)In(1/2a) ist somit auch die Bedingung: P£0) erfullt.

Fur die Verteilung F(v*0) der Zufallsgrof3e V*=m*I, bei der der Sequenzpfad eine der
Entscheidungsgrenzen erreicht, hat Whitehead in [8] Reihenentwicklungen hergeleitet.

F(v*;0) ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Pfad bei eineraw*eine der Grenzen erreicht,

wenn der Parameterwdtist. Der Pfad kann nach Erreichen der Grenze im betreffenden
Annahmebereich verbleiben, in den Fortsetzungsbereich zurtickkehren, erneut die betreffende
Annahmegrenze kreuzen oder die andere Annahmegrenze kreuzen; und das ganze kann sich
beliebig haufig wiederholen. Die Wahrscheinlichkeiten fir diese verschiedenen

Mdglichkeiten bilden die Glieder der Reihe.

Die Reihe wurde von Whitehead hergeleitet. Die Glieder der Reihe hangen von den
Kenngrol3en des Plans: a=(14/z;.,)In(1/20))/6, und c8,/4 ab. Die Verteilungsfunktion
F(v;0) von V* ist die Summe aus der Wahrscheinlichkeit Q@),\, bei einem V&v
anzunehmen, wenn der Parameter den W/edt, und der Wahrscheinlichkeit Q(B);H;
bei einem Vv anzunehmen, wenn der Parameter den ¥/edt:
F(v;0)=Q(0,v0)+Q(1,vP). Fur die Wahrscheinlichkeit Q(08);gilt folgende
Reihenentwicklung:

Q(O,v:6) = ¢WE§0(-1)S exp(2s(s+1)a(c - a/ V) g;ﬁ(e - 30)"\/%(23 ML % RE_ ©- 30):’/5 (2s+1)a %
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Die Funktion ¢(.) ist die Dichte der Standard-Normalverteilung und R=(1-P(.))/¢(.).
Aus Symmetriegriinden gilt: Q(18)=Pr(V*<v;|Entscheidung HB)= Q(0,v;4c#8). Daraus
folgt fur die Verteilungsfunktion F(%) von V*:

F(v;8) = Q(0,vH)+Q(0,v;4cH)

Aus der Reihe fur F(v8) kann die Momente-erzeugende-Funktion (moment generating
function) und daraus die ASN-Funktion E(9)hergeleitet werden.

Die Formel fiir die ASN-Funktion lautet:

ASN(0) = E(V*|6) = e@) + eP1-9)
mit:

«6) = ag((6-2c)/alc) =

= 5 (-1%(2s+{R((@ - 20)Valc + 2s//ac) - R(~(6 - 2c)/al ¢ + 2(s+1)/ac)
- s=1

fur 823c und
e(3c)=2a¢(~ac) % (—1)3{(23 +1)4/alc—(2s+1)%aR((2s + )+ ac)}
=

Der Dreiecksplan besitzt (fir<0.05) fast minimale ASN fiB=%20; (im Vergleich zu
anderen Sequenzplanen) (vergl. [8]).

Erfolgt die sequentielle Testung in Gruppen, bei denen sich der V-WeéVuindert, dann
kann a um den Betrag 0.588V reduziert werden, um das ‘overshooting’ auszugleichen. Die
Achsenabschnitte der beiden Geraden sind dalma#&0.583AV und a'=a-0.583/AV.

Erfolgt im obigen Beispiel (mitx=0.55) die Testung jeweils in Gruppen von N=2Q=h0

und n=10) bindren Beobachtungen, dann betfgt(20/4)0.247=1.24. Fua=p=0.05 sind
somit die Achsenabschnitte -10.12 und +10.12 zu nehmen.

9 Simulationser gebnisse

Um die Gute der Dreiecksplane zu tberprifen, wurden Bernoulli- und normalverteilte
Zufallsgrof3en fur unterschiedliche Alternativhypothesen simuliert und damit die
entsprechenden Dreieckstests durchgefiihrt. Die Simulationen wurden jeweils 1000-mal
wiederholt und damit die Power und ASN fur die Nullhypothese und Alternative ermittelt.
Zum Vergleich ist auch der Stichprobenumfang @ei einer Stichprobe bzw. der
Gesamtstichprobenumfang;Noei 2 Stichproben) angegben, der bei Testung mit fester
Stichprobenzahl erforderlich ist.

Die Ergebnisse zeigen, dafl’ auch bei groReren Wertedy i@ Signifikanzniveaus von

undf3 sehr gut eingehalten werden. Der mittlere Stichprobenumfang beim Sequenztest ist oft
ca. halb so grol3 wie er bei einem Test mit festem Stichprobenumfang erforderlich ware. Dies
demonstriert eindrucksvoll den Vorteil des Dreieckstest. Nach Angaben bei Whitehead [7,8]
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ist der Test optimal fi@=220; und besitzt auch flB=0 bzw.8; einen ASN-Werte, der nur
unwesentlich groRRer als der SPRT ist (der ja fur diese Parameterwerte optimal ist). Die
Simulationen haben aufRerdem die links-steile Verteilung von n (Stichprobenumfang bis zur
Entscheidung) bestatigt. In 60-70% der Simulationen war n kleiner oder gleich der ASN.

Simulation von Sequenztests fur eine Stichprobe binéarer Werte mit Pr(1)=
Ho: =T, Hy: =g ;a0 =0.05; B=0.2

T ! P(T) ASN(T0) P(y) ASN() Niix
0.1 0.15 0.046 172 0.849 185 253
0.1 0.2 0.068 56 0.878 53 69
0.1 0.3 0.067 20 0.932 16 20
0.2 0.3 0.057 72 0.859 77 109
0.2 0.4 0.066 22 0.889 23 29
0.3 0.4 0.044 82 0.817 95 136
0.3 0.5 0.050 23 0.842 26 35
0.4 0.5 0.057 86 0.827 104 151
05 0.6 0.039 80 0.800 101 153
0.5 0.7 0.042 20 0.796 25 37

Simulation von Sequenztests fur den Erwartungswert normal verteilter Werte
Ho: 6=p/o = 0; Hy: 6=p/c =0,

a=0.05 B=0.2

0, P(0) ASN(0) P@©,) ASN(9)) Niix
0.1 0.045 329 0.828 420 619
0.2 0.041 86 0.825 108 155
0.3 0.051 39 0.816 50 69
0.4 0.050 23 0.823 29 39
05 0.055 15 0.793 21 25

Simulation von Sequenztests fir zwei Stichproben mit binaren Werten
Ho: Ty=Tp; Hi >mm ;0 =0.05; =0.2

Th D P(Ho) ASN(Ho) P(Hy) ASN(H,) Nrix
0.1 0.2 0.046 243 0.810 207 310
0.1 0.3 0.051 92 0.805 67 93
0.1 04 0.048 57 0.816 35 46
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0.3 04 0.054 330 0.782 374 557
0.3 05 0.037 93 0.787 100 143
0.3 0.6 0.049 43 0.829 46 62
0.5 0.6 0.052 334 0.816 402 606
0.5 0.7 0.049 78 0.801 101 143
0.5 0.8 0.053 32 0.810 43 57

Simulation von Sequenztests fur zwei Stichproben mit normal verteilten Werten
Ho: li=pz; Hi: p2>ps; 0=1;00=0.05; p=0.2

Ho-pla P(Ho) ASN(Ho) P(Hy) ASN(Hy) Nrix
0.2 0.046 340 0.811 418 619
0.3 0.048 152 0.830 187 275
0.4 0.040 85 0.811 110 155
0.5 0.051 56 0.837 71 99
0.6 0.050 40 0.799 50 69
0.7 0.056 30 0.826 37 51
0.8 0.043 24 0.825 24 39
0.9 0.052 19 0.831 24 31
1.0 0.043 16 0.823 20 25

10 Das 3-Entscheidungs-Problem (zweiseitige und Aquivalenztestung)

Bei Tests mit festem Stichprobenumféangen werden zweiseitige Alternativen mit dem Betrag
oder Quadrat einer Teststatistik und dem nominellen Niveawfur jede der beiden
Abweichungen getestet. Bei Sequenztests ist eine differenziertere Behandlung des Problems
als Entscheidungsproblem zwischen den drei Hypothesen:

Ho: 6=0; H..: 6=6,.<0 und H+: 6=6,+>0
moglich. Die beiden Wert@;. und8,. missen dabei nicht symmetrisch um 0 liegen. Dies ist
praktisch von Bedeutung, insbesondere beim Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten, bei
dem als Testparamet@die log-odds-ratio genommen wif@g\Werte symmetrisch um O
entsprechen dann oft nicht den gewtinschten Abweichungen m\d&mten. Eine ahnliche
Situation ergibt sich bei der Bioaquivalenztestung, bei der eine untere Abweichung von 80%
und eine obere von 120% mit dem Logarithmus des AUC-Quotienten der beiden
Zubereitungen erkannt werden soll.

Sequentiell wird das 3-Entscheidungs-Problem durch zwei Sequentialplane geldst. Der eine

Sequentialplan SRentscheidet zwischen der Nullhypothese und der Alternativedr
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zweite Plan SP. zwischen der Nullhypothese und der Alternative H.. Soll fur die irrtimliche
Ablehnung der Nullhypothese das Niveaeingehalten werden, dann wird fur beide
Sequentialplane das NiveaiR vorgegeben. Fur die irrtimliche Ablehnung der jeweiligen
Alternative wird bei beiden Planen das Niv§avorgegeben.

In Abb. 5 ist ein doppelter SPRT zum Test der Nullhypothmsetr, gegen die Alternative
Ha.: Tu<t® (Th=0.4 undm,=0.5) und die Alternative H: 1> 10 (Tg=0.6 undrp=0.5) gezeigt,
in Abb. 6 der entsprechend Dreieckstest. Fur beide Plane sind jew@il25 und3=0.025
vorgegeben.

50

Annahme H,,

30F

ppppppp

=30
Annanme H,_

-50

Abb.5 Offener Plan fir das Dreientscheidungsproblem

Abb. 6 Geschlossener Plan fur das Dreientscheidungsproblem

Die Datenerhebung wird solange fortgesetzt, wie sich der Pfad in einem der
Fortsetzungsbereiche befindet. Erreicht oder tUberschreitet er die obere Grenze damisP
wird die Alternative H. angenommen; erreicht oder tiberschreitet er die untere Grenze von
SP, dann wird H. angenommen. Erreicht oder Uberschreitet er die untere Grenze von SP
oder die obere Grenze von.Sétann wird die Nullhypothese angenommen. Die
Wahrscheinlichkeit, bei Gultigkeit vongl¢ine der Alternativen anzunehmen, ist hochstens
0=0.05; die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese anzunehmen, wenn eine der Alternativen
gilt, ist hochsten§=0.025.

Ein Problem kann entstehen, wenn sich der Pfad noch im Uberdeckungsbereich beider
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Fortsetzungsregionen befindet und vom Fortsetzungsbereich des einen Plans in den des

anderen wechselt; z. B. vom Fortsetzungsbereich von SP, in den von SP.. Sobel und Wald

haben vorgeschlagen, dann nur noch den Sequenztest fortzufiihren, in dessen
Fortsetzungsbereich der Pfad gewechselt ist (im Beispiel also den PlalBsSKird dann die
Entscheidung getroffen, zu der dieser Plan fuhrt. Erreicht im Beispiel der Pfad, nachdem er in
den Fortsetzungsbereich von. §8wechselt ist, die obere Grenze dieses Bereichs, dann wird
fur Hy entschieden, auch wenn der Pfad wieder zurlick in den Fortsetzungbereich von SP
wechselt. Eine Entscheidung fug.Hst dann nicht mehr moglich.

Erreicht der Pfad den Annahmebereich fgr dann kann mit Wahrscheinlichkeit3lL-

behauptet werden, dal3 der Param@tawrischerf;. und6,. liegt; d.h. die

Wahrscheinlichkeit, den Annahmebereich figrad erreichen, wené einen dieser

alternativen Werte oder einen noch extremeren Wert besitzt, ist jeweils hoghdbems
Annahme von klist somit gleichbedeutend mit der Annahme der Aquivalenz, @etam
Unterschied zwischen zwei Parametern (Wahrscheinlichkeiten, Mittelwerte) ausdriickt und
als Aquivalenzbereich das Intervadh( 6:1.) vorgegeben ist. Ein sequentielles 3-
Entscheidungs-Verfahren liefert so einen Aquivalenztest.

11 a- und B-spending Funktionen

Ein Sequenzplan ist durch die Vorgabe des Fortsetzungsbereichs festgelegt, der von der
Annahmegrenze fur Hund von der fir blbegrenzt ist. Erreicht ein Pfad bei einem
Stichprobenumfang n (bzw. einem Wert v der Statistik V) eine dieser Grenzen, dann wird die
Stichprobenerhebung abgeschlossen und die entsprechende Entscheidung getroffen. Der
Umfang n (bzw. v), bei dem dieses geschieht, und die Grenze, die erreicht wird, sind
Realisationen zufalliger Ereignisse N (bzw. V) und E, deren Verteilun@ aimangt. Die
Zufallsgrof3e E kann die beiden Werte 0 (Annahme vgruhid 1 (Annahme von
annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Pfad die Annahmegrenzeld@r éinem Nn
erreicht, wenn bigilt, gibt das nominelle Signifikanzniveafn) an, das von der
Zufallsgroéf3e Z bis zum Stichprobenumfang n (bzw. v) erreicht werden muf3, wém H
dahin angenommen werden soll. Dieses Niveau nimmt mit n monoton von 0 auf das
vorgegebene Niveau zu. Es ist bei geschlossenen Planen ublich, statt des
Stichprobenumfangs n (bzw. v) den Anteil am maximalen Umfapg(zw. Vi)
anzugeben; d.h. t=nf (bzw. t=v/Vina). Die Funktion

a(t) = Pr(Annahme Hfir T<t|Ho)

nennt man die-spending Funktion. Dabei bedeutet T die ZufallsgroRe NdN(bzw.

VIV ma). Die a-spending Funktion wurde von Lan und DeMets [5] eingefuhrt. Sie ist fur
O<t<1 definiert und nimmt in diesem Intervall monoton von Oatfi. Diese Funktion kann

als Entscheidungsgrenze zur Annahme veiéhutzt werden. Es sind dann statt der Werte
Zm, die sich fur die TeststatistikyZmit den Stichprobenwerten, x..x, ergeben, die Werte

der entsprechenden Signifikanzwahrscheinlichkeitg® s Z,>zm|Ho) Gber m bzw.

tm=m/Nnax als Pfade in ein Koordinatensystem einzutragen. Erreicht oder Gberschreitet der
Pfad (f,, sn) fur ein t=f den entsprechenden Waelt,) der a-spending Funktion, dann ist die
Stichprobenerhebung zu beenden und die Alternativhypotheaezdnehmen. In Abb. 7
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sind fur einen standardisierten Dreiecksplanas{$=0.05 diea(t)-Werte fur ausgewahlte
Stellen v angegeben, in Abb. 8 die zugehodgepending Funktion.

Analog laf3t sich auch dfgspending Funktion definieren und als Entscheidungsgrenze fir
die Annahme von pbenutzenf(t) = Pr(Annahme kifir T<t|H;). Diese Funktion nimmt im
Intervall G<t<1 monoton von 0 auf den vorgegebenen \Bert.

p=0.05
o P=
0.001 0.005 0.01 0.025

s I

Zs
w
T

el a0 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Vs

Abb. 7. Das nominelle Signifikanzniveaut) des Dreiecksplans

0.00 L L L L L L L M
"0.00 010 0.Z0O 0.30 0.40 0.0 0.60 0.f/0 0.80 0.90 1.00

v*r IV

max

Abb. 8 Diea-spending Funktion(t) des Dreiecksplans

In Abb. 9 sind simuliert@-spending Funktionen fur den 2-Stichprobenvergleich binarer
GroRRen mit dem Dreieckstest gezeigt. Die Ergebnisse beruhen auf Simulationen von jeweils
1000 Pfaden.

——
e

nominelles Beta

Il

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
N/Nmax

p1=0.4 p2=0.5 p1=0.4 p2=0.7 === p1=0.1 p2=0.2

Abb. 9 Simuliertg3-spending Funktionen fiir den 2-Stichprobenvergleich binarer Grof3en
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12 Konfidenzintervalle fur 6

Nach Abschluf einer Studie mdchte man nicht nur eine Testentscheidung flr eine der beiden
Hypothesen treffen, sondern auch tber den Parafheteras aussagen; z.B. ein
Konfidenzintervall fiir® angeben. Bei fest vorgegebenem Stichprobenumfang ist das folgende
Vorgehen angebracht. Soll z.B. bei normal verteilten Stichprobengréf3en fiir den Parameter
0=p/o die Nullhypothes®=0 gegen eine Alternativ@=0,>0 mit einem Stichprobenumfang n

getestet werden, dann wird man die Testgr('j@(e\fﬁ nehmen, die t-verteilt mit n-1
s

Freiheitsgraden und dem Nichtzentralitétsparanﬂat@ ist. Wurde mit der Stichprobe der
Wert t* erhalten, dann ist G;(t*):Pr(t>t*|9):1-Ft,n_1(t*-ex/ﬁ) eine monotone Funktion véh
(wobei Rn.1(.) die Verteilungsfunktion der zentralen t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden ist).
Die untere Grenz@, und obere Grenz®, eines (1y)-Konfidenzintervalls fi® sind
Losungen der beiden Gleichungen6gi¥)=y/2 und C@,;t*)=1-y/2. Diese Losungen lauten
explizit:
U o X by U o _ X by

0,= 7n = 7n und 0B,= 7n —S+ n
wobei .2 n1 die (1y/2)-Quantile der zentralen t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden ist. Die
Funktion C@;t*) kann als 'Konfidenzfunktion' oder 'Konfidenzverteilung' bezeichnet werden.
In der Bayesianischen Statistik, bei 8aals eine Zufallsgréf3e aufgefaldt wird, isBEY) die
a posteriori Verteilung vof bei nichtinformativer a priori Verteilung. Diese kann auch als
'Fiduzialverteilung' fir den Paramege(im Sinne von R.A. Fisher) interpretiert werden. Der
Konfidenzbereich entspricht dem 'credible interval'.

Bei Sequentialtests stehen bei Abschlul3 zwei Informationen zur Verfligung: die
Entscheidung e, die entweder in der Annahme vgo(eH0) oder in der Annahme von H

(e=1) bestehen kann, und der Stichprobenumfang n (bzw. der Wert v der Statistik V), bei dem
es zu dieser Entscheidung kam. Der Wert e ist Realisation einer Zufallsgrof3e E und n
Realisation einer Zufallsgro3e N. lhre Verteilung hangt&ab. Fir gegebene Werte e und n

ist die Konfidenzfunktion Gf;n,e) definiert als:

C(©;n,1) = Pr(Men und e=10) und C@;n,0) = 1-Pr(Nn und e=09)

C(B;n,e) steigt fur gegebenes e und n von Oflireo) auf 1 (flir@ — ) monoton an. Damit
lassen sich die Grenzen einesyfdonfidenzintervalls fi® berechnen. Sie sind Losung der
Gleichungen:

C(By;n,e)xy/2 und Cl@g;n,e)=1y/2

Als Schatzwert fuB kann der Werby genommen werden, fur den gilt:@g(n,e)=Y%.

In Abb. 10 sind die Funktionen €(,e) fir den Dreieckstest zum Vergleich der
Wahrscheinlichkeitemy; undt, zweier Stichproben binarer Daten fur verschiedene Werte
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von t=n/Nma sowie fur e=1 (Abb.10a) und e=0 (Abb.10b) gezeigt. Als Nullhypothese wurde
=1,=0.4, als Alternativhypothege=0.4 undm,=0.5 angenommen. Vorgegeben sind die
Niveauso=0.05 und3=0.2. Die Kurven wurden aus der Simulation von jeweils 1000 Pfaden
ermittelt. Auf der Abszisse i$¥0; aufgetragen. Die drei Kurven entsprechen den
StichprobengrofRen t=n{ =0.3, 0.5 und 0.7.

1.00

1.00
0.90 - 0.90

0.80 |~ 0.80

t anzunehmen

0.70 - 0.70

0.60 |~ 0.60 -

0.50 [~ 050
0.40 - 0.40
0.30 |~ 030 -

0.20 [~ 0.20 -

0.10 -

0.00 1 1 1 1 1 1 1
-0.50 -0.20 0.10 0.40 0.70 1.00 1.30 1.60 1.90 220 2.50

Theta/Thetal
t=0.5

0.10

Wahrscheinlichkeit H1 bei T<=t anzunehmen

Wahrscheinlichkeit H1 bei T<:

o~
i | 1 1 L L

0.00

-2.00 -1.60 -1.20 -0.80 -0.40 0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
Theta/Thetal
— t=0.3 t=0.5

= t=0.7 — t=0.3

Abb. 10a: € 1) Abb. 10b6E0)
10: Simulierte Konfidenzfunktionen flr Dreieckstests der Hypothgs®e gegenmu<rg
™=0.4, 1,=0.5, 0=0.05, =0.2

Abb.

Die mit diesen Konfidenzfunktionen ermittelten 95%-Konfidenzintervalle und die
entsprechenden Schatzwedtesind in der folgenden Tabelle gezeigt. Man beachte, daf3 fur
diese Fragestellur@rIn(m(1-m)/(mw(1-m))) ist, wobeirt die Wahrscheinlichkeit fir das
Ereignis (x=1) fur die zweite Stichprobe ungfir die erste Stichprobe bezeichnet. In der
Tabelle sind auch die entsprechenden Konfidenzintervalle und der Schatzvmert fur
angegeben, die unter der Annahm=0.4 gelten.

Annahmevon H; (e=1)
t=0.3 0,=0.162 6,=0.973 | 6y=0.527 | 1,=0.439 T1,=0.638 | T}Y=0.530
t=0.5 0,=0.000 6,=0.689 | 6y=0.405| 1,=0.400 T1,=0.570 | T}Y=0.500
t=0.7 0,=-0.061 06,=0.588 | 64=0.304 | 1,=0.385 711,=0.545 | 14,=0.474
Annahmevon Hy (e=0)
t=0.3 0,=-0.487 6,=0.487 | 64=0.000 | m,=0.290 T1,=0.520 | ™*=0.400
t=0.5 0,=-0.162 6,=0.689 | 64=0.203 | m,=0.362 T1,=0.570 | ™*=0.449
t=0.7 0,=-0.041 6,=0.588 | 64=0.243 | m,=0.390 T1,=0.545 | ™*=0.460

Man erkennt, dafd bei Annahme vondie Schatzwertéy und die Grenzen des
Konfidenzintervalls um so gro3er sind, je friher die Entscheidung;ftillt(je kleiner t
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ist). Bei Annahme von Hg ist es umgekehrt. Bei einer friilheren Entscheidung §igihdl die
Schéatzwerte und Konfidenzgrenzen @kleiner als bei einer spateren Entscheidung. Eine
Reihenentwicklung fir die Konfidenzfunktion des Dreieckstests ist in Abschnitt 8 gegeben.
Die Funktion wurde dort als Q(ef);bezeichnet.

13 Programme fur Sequenztests

Whitehead hat ein Programmpaket (PEST I1) entwickelt, mit dem auf der Basisvon Z und V

Plane fur SPRT und Dreiecksplane erstellt, deren Power- und ASN-Funktion sowie
Konfidenzintervalle fii® berechnet werden kénnen. Das Programm, dessen Handhabung
allerdings nicht ganz einfach ist, ist zu beziehen vom: Department of Applied Statistics,
University of Reading, Whiteknights, PO Box 217, Reading RG6 2AN, UK (nach Angabe in
[9]). Ein wesentlich einfacheres Programmpaket, mit dem Dreieckspléane fur
2-Stichprobenvergleiche erstellt und mit diesen Planen ein sequentielles Datenmonitoring
durchgefuhrt werden kann, wurde von der Fa. BIORAT erstellt (Programm TRIQ) und ist zu
beziehen Uber: BIORAT GmbH, Zentrum fur Statistische Beratung und Datenverarbeitung,
Joachim-Jungius-Str. 9, 18059 Rostock. Das Programm TRIQ enthéalt keine Module fir die
Analyse nach Abschlu’ der Datenerhebung, kann daftir aber sehr einfach auch von weniger
gelbten Benutzern implementiert und bedient werden. Fir gruppensequentielle Tests auf der
Basis den-spending un@-spending Funktionen wurde von C.R. Mehta und N.R. Patel das
Programmsystem EaSt entwickelt. Dieses ist Uber die Cytel Software Corporation,

675 Massachusetts Avenue Cambridge, MA zu beziehen.
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